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Introduccion.

Antes de hablar de la importancia que las placas tienen dentro de una estructura, es
necesario definir lo que son. Desde el punto de vista de la mecanica del medio continuo una
placa es un cuerpo en el cual una de sus dimensiones es pequefia comparada con las otras
dos (por ejemplo, una losa de concreto), ademas pueden soportar cargas aplicadas de
manera perpendicular a ellas y también sobre sus lados.

Existen dos formas de clasificarlas, como placas delgadas y, como placas gruesas. Si las
placas son delgadas se puede considerar que la variacion de los esfuerzos a lo largo de la

menor dimension pueden spreciérs'ewre;, dec:r ogemos simplificar un problema
tridimensional para diiglizarl |

necesario tomar ef cﬂ&éﬂ‘
Las placas, Irfyg'\s rma cualqme\rav\ \ﬁlementos estructurales
muy 1mporta,'¢né§ q po inalizamos, por ejemplo,
algunas de laé,.parte ortar ue sea de concreto o de
acero, encontraremc , [por ej,emplo si el edificio es de
concreto las losas sé p diferéntes condiciones de carga
y frontera, de'ull : pueden ihodelar como placas. En
edificios con estructura as y _@atmes de la mayoria de las
: S qutlse consideran como placas

s tipos de cimentacion también

_ tTo de este tipo de estructuras

podemos encoiﬁ{ar ele / comunes en barcos y aviones,

por ejemplo los ¢asco _ ] o en |ha yoria de las partes del

esqueleto” gt 5t0s p odem ar 41os€lementds.placas. | ':—ﬁjselajes de los aviones
y su “esquelete tambi ' i ern S

: ’
1d-pe anitida elementos que dentro de una
estructura pueden modgl,a;r@:qgmo p‘l'zcas—t?omo s eriormente casi cualquier tipo de

estructura cuenta con elém_gnﬁxélacg;camo c p&nﬁes Por lo tanto esta claro que es
muy importante contar con los medios suficientes para poder analizarlas. El analisis no es

sencillo, debido a la gran cantidad de condiciones de carga y de apoyo a las que pueden estar
sujetas. En este trabajo solo se consideraran placas delgadas rectangulares con algunos casos
de diferente condicion de carga y apoyos a las que pueden estar sujetas.

Aun y cuando el problema por resolver es bidimensional, tenemos que tratar con una
ecuacion diferencial de la forma

54W+2 64w 6‘w ( )
axel» axlay2+6y4—fxsy
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la cual se conoce como ecuacion de Lagrange. Desafortunadamente la solucién de esta

ecuacion diferencial no es facil de obtener, v solo se han podido encontrar soluciones
cerradas (“‘exactas”) en casos particulares simples.

Navier obtuvo en 1820 las primeras soluciones de la ecuaciéon de Lagrange, usando series
dobles infinitas de Fourier para describir las deflexiones y momentos de placas rectangulares
simplemente apoyadas y sujetas a diferentes condiciones de carga, pero la convergencia de
dichas series es lenta. Lévy en 1899 propuso una solucion mas practica, desde el punto de
vista numérico, para resolver este problema, su método se basaba en utilizar una serie
infinita simple de senos y cosenos hiperbolicos en vez de la doble propuesta por Navier, con
ello logro acelerar la convergencia de la solucion.

Las soluciones de Navier y Levy#ﬁ}-"- iDs dsfen para resolver el
problema de flexion de placq,s Dirante tierr J | 'eftado de modelos
elasticos para resolver d,uaﬁo prob : m di fisistia 23 modelarha la placa
utilizando materiales t ' 0, VI irio, plasf‘i:o met iy caucho
endurecido, después er J;tl .problemas
complejos que hace alvuj:m ante el |met0d0 de
modelos elasticos, ahora  se fos icos y modernas
computadoras electronicas.| Dent o de podemos citar el
método de las diferencias fini odo, del elemento finito.

Es precisamente éste ultlmoﬁel D pa.l# encontrar la
solucion al problema de la fl |
I

El método del elemento ﬁmt«l) es f cedimiento/ numéri '_ ara, obiener lalsl‘,l soluciones a
muchos de los problemas que, ha ‘ ¢ puede separar en
dos ramas. La primera que \tiliza ara _‘ 3 desplazamientos
nodales, asi como las fuerz&sl en lo ‘? £-de i o et @mwlacim
también se le conoce como- “Anahsl ipicial de cturas / conduce-'d resultados

; as. La; -rs'eounda utiliza
elementos continuos para obtener las s _apreximaddas a k)s problemas de
transferencia de calor, mecanica " de:ﬂiudos )T_l‘n'efé'mca slidos. Esta segunda
aproximacion es el método verdaderoﬁe_lxeléﬁento fimito, yai que 'nes conduce a los valores
aproximados de los parametros deseados en puntﬁs-espeh llamados nodos.

El método del elemento finito combina varios conceptos matematicos para producir un
sistema de ecuaciones lineales o no lineales. Este método es poco practico si no se cuenta
con una computadora en la cual podamos desarrollar un programa de este tipo.
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CAPITULO 1.
FLEXION PURA DE PLACAS.

1. Pendiente y curvatura de placas con pequeiias deflexiones. Para estudiar las pequefias
deflexiones de una placa, tomaremos el plano medio de ésta, antes de la flexion, como el
plano xy. Durante la flexion las particulas que se encontraban en el plano xy sufren
pequefios desplazamientos w perpendiculares al plano xy formando la superficie media
de la placa, a estos desplazamientos les llamaremos deflexiones de la placa. Si se toma una
seccion normal de la placa paralela al plano xz, Fig.1a, se ve que la pendiente de la
superficie media en la direccion de las x es i, = dw/ 0x. Igualmente la pendiente en la
direccion de las y esﬂﬁ?ﬁf f)y §eaiﬁr?lﬁﬂl1ad1qncﬂl rfilquiera en el plano xy, Fig. 1b,

ma coreleje de las x; Ten

I,.-'efit;:_e los desplazamientos de dos

puntos proximes a y- Ll =/
e , 150 Lo )
el ¥ — ey
I.h‘:_rj':?,p'f . ‘ A \-\._.ﬂ"il
RWRILNIVERSIDAD | Y
y la pendiente correspondietite : . It
II'II' . N - i H lllln'
11 : - a -~ J.-" f
'llﬁ L g _‘-ﬁ—‘=—dx ﬁ—%: 05 (L + +— sen g, (a)
W= = e e < |l i
m r—f_;j ._:r .l'ri.. & 11 ||
e =/ il
(B 2%
. ! | |4
)\ e Al £

; y T4 r>
Hx\\. " n ',-i:} n
&~ A @
= Ngf \atd =,
Fig.1

Para determinar la pendiente méaxima en la direccién o, obtenemos la derivada respecto a
aenla Ec.a., e igualamos a cero este resultado, obteniendo

tga :@/éw_ b
1 dy/ ox (b)
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De igual manera igualando con cero ala Ec.a se determina la direccion correspondiente a la
pendiente nula de la superficie. El angulo correspondiente s esta dado por la ecuacion

aw ow
/ (c)

De las Ecs. b y ¢ observamos que

lo que demuestra que las dlrecglpﬁe

perpendiculares.
Para pequefias deflexiones
Fig.1, es igual a /o

del signo menos, ya que paraj la d
derivada segunda &°w/ & cx nega

estudio de la curvatura de una w -
Para la curvatura de la superficie ed1a eyitogther:

———

| "I
, : P
Ggﬂ co¥
%: ‘?' "

1 ﬂ
. 8}2 coscx sen“q; cosoc + -seno

Después de aplicar el operador ¢/én, se obtiene

1 v
ol cos’ o — W/, sen2a +y, sen’ o ®

n

donde las curvaturas v _ y \, estan definidas anteriormente. Introduciendo el término v
que se denomina torsion con respecto a los ejes xy

(2)

2
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se ve que la curvatura en una direccion # en un punto de la superficie media puede calcularse
si se conocen en dicho punto las curvaturas v, ,W, Yy V..

Si en lugar de la direccion an Fig.1b, tomamos la direccion af perpendicular a an, la
curvatura en esta nueva direccion se obtendra de la Ec.f poniendo /2 + o en lugar de a.
Asi se obtiene

1 1 1 1
— = —sen’o +—sen20 +—Cos’ O (h)
rr r.r rx} rt'

Sumando las Ecs. fy h tenemos

—
P T
N EE=

> ‘jl‘ ) (1.1.1)

lo que muestra fu€ en cualquier punto de'ta superficie _mcdﬁ~.,@$a de las curvaturas en
dos direccioties-perpe ‘i}ga ﬂ epe iehfe’#el angulo o. Esta suma
se llama curv%ura ficie &0 un puntos I

La torsién en @ con respegto a las direcciones an y are$ " |
A > T -

e

e, b

Para calcular la derir ccl Ip at es perpendicular a an.
Asi se obtiene la\de de/a en la Ec.a. De este modo
. !

se tiene ;_,,;J' |t

|'..h- “ / \ vl |

< u >

2]t ’, L -
% i rSen 20l + ——cos2a (1)

y
5 —
N e

—

En el estudio sucesivo iﬂteteszﬁ‘%_detphnmarﬁeh funcion de «, las direcciones en que la
A s — = .
curvatura es maxima o minima y hallar 10s correspondientes valores de la curvatura. Se

obtiene la ecuacion necesaria para determinar a, igualando a cero la derivada respecto a o
de la Ec.f, asi

1 ) 1 1
——sen2a——cos2a+—sen2a=-2—=0 1))
x xy y rnr
donde
2
tg2a = — —=
g T 1 (1.1.2)
e 1y

3
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De esta ecuacion se obtienen dos valores de o que difieren en 7/2. Sustltuyendolos en la
Ec.f se hallan dos valores de 177, , correspondientes a las curvaturas maxima y minima en el
punto a. Estas dos curvaturas se denominan curvaturas principales de la superficie, y los
planos correspondientes naz y taz, planos principales de curvatura, y en consecuencia

._;:0

rm

De las Ecs. fe i .obtenemos

(A A Y8
,ﬁt:_rfj Ly

Teniendo en cuenta que el primer mier
Ecs.1.1.3, se deduce que sn\as dire
torsién correspondiente 777, es

la seg:l':mda de las
os principales la

que la superficie

1 /|r, son ambas

gmos tina flexion de

n todps los planos
Q“i’ en las cuales

de!/mentar. Tales
K”fﬁ

En nuestro ejemplo la curvatura

esta flexionada con la convexidar
negativas, la curvatura en cualquier'd
placa convexa hacia arriba. LLas &
tienen el mismo signo se llamiéan s7
las curvaturas principales ti
superficies se llaman anticldsticas .

%

RecOrdemos-que.para el cascy de flexion pura de
barras prismaticas una solucion ng}g;osa :para a d d1str1buc ’ﬁi sfuerzos se obtiene
haciendo la hipotesis de que las secciones tr@sversales d_gf permanecen planas
durante la flexion y unicamente giran al rededor de su eje neutro de manera que siempre
permanecen normales a la deformada. La combinacién de tal flexién en dos direcciones
perpendiculares nos lleva a la flexion pura de placas. Comencemos con la flexion pura de
una placa rectangular debida a momentos uniformemente distribuidos sobre su frontera,
como indica la Fig.2. Tomamos el plano xy como el plano medio de la placa antes de la
flexion y los ejes x e y a lo largo de la frontera de la placa. El eje z es entonces perpendicular
al plano medio y positivo hacia abajo. Sea M, el momento flexionante por unidad de
longitud que actua sobre la frontera paralela al eje y y, M, el momento flexionante por
unidad de longitud que actua sobre la frontera paralela al eje x, estos momentos los
consideramos positivos cuando estan actuando como se indica en la figura, esto es, cuando
producen compresion en la cara superior de la placa y tension en la inferior. El espesor de la
placa lo representamos por 4 y lo consideramos pequefio en comparacion con las otras
dimensiones.

4
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P —>
My e T
X h2
Mx
Mx _l._ A +
z ' d ’ ¢ | h2
M ]
y ) ! 'T' : ﬂ _.L
N E A
= ) =N
7 | N .""'Fﬂ
1, b e
Conmderemt\s ele - | A poT aaré's—-tfe planos paralelos a los
planos xz j('; comp lo indi ig. to que so de la Fig 2 es la combinacion de
dos ﬂemoneﬁhumf las condiciones de los € s son//idénticas en todos los
elementos com i Fig:37y se tiene un?;;ﬂ'e'xi i'urmé't' de la placa. Haciendo la
hipotesis de que d la-flexidn-de }a placa las caras rales del elemento permanecen
planas y giran'pob ﬁﬁ eutras | nn de tal- ue | permanecen normales a la
superficie media de a de-ia-pfacéﬁ Jm r[cl ' el||plano medio de la placa no
sufre variacion Izi]gu L_ ! oT I tanto se dice que la superficie
media es ademés tie neﬂrfa} ) v ) i tuf;hnalcs en las direcciones x

y y deuna larina i
como en el castﬂde ukrg‘ i

==

ia z/de la superficie neutra son,

h!
|--l'_.-‘ \\ b . — - e
""m,_\ N _ = ; (a)
M"w i ry;:};
'| -¥:: _."‘
Utilizando ahora la ley tﬁLH
g, VO,
8= ==

E E
c,

los esfuerzos correspondientes en la lamina abcd son

5
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Ez (1 1J
I-viir, r
(b)
Ez [1 1]
G, = 5| —+v—
l-v T, £

Estos esfuerzos son proporcionales a la distancia z de la lamina abcd a la superficie neutra y
dependen de los valores de la curvatura de la placa flexionada.

' c;aras HJEra;e' et“elemento en la Fig3,
: or total por-umidad ds Idt{guud debe ser
Asi‘ebtenemos las ecuaciones

lll'l

r.*f -
'Ill

I

i|

|

/;‘5 (12.1)
-

':Q_Jl'u
“,'?" (1.2.2)

ER

12(1-v¥)

Consideremos a la Fig.4, el esfuerzo que actua sobre ac puede ser determinado por medio
de las ecuaciones de la estatica. Reduciendo esta ecuacion a una componente normal o, y
una componente tangencial 7., los valores de estas componentes se obtienen proyectando
las fuerzas que actuan sobre el elemento acd sobre las direcciones 7 y respectivamente,
que dan las conocidas ecuaciones:

donde Desla ngidez a flexion de la e deﬁne como ’_}j
Nt @
D o

6
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2 2
G,=0_C0S a+GC sen o

d
;¢ —%(cg —Gx)senZOt “

nil

en las que a es el angulo entre la normal # vy el eje x o entre la direccion 7 y el eje y, ver
Fig 4a. El angulo se considera positivo si se mide en el sentido de las agujas del reloj.
Sumando todos los ¢, que actian sobre el espesor de la placa obtenemos el momento
flexionante que acta sobre la seccion ac de la placa, cuyo valor por unidad de longitud
segun ac es

£z = Myoos o+ M, sen’ a (1.2.3)
i I

i !
M,
.".

T /AR (124)
= = -
determinan con la regla

3T

| I !
{ }J
1)
'-‘"- 1! \ ll."ll
I\ I -
l . _']:l || %
& ~
- "H.,._‘ - n
%, be
'._‘ ”-E::'f q{‘x M, n P ‘] Tnt g;
e " P .
= “‘w‘gi y ) LY = b)
Fig 4

Cuandoa vale 0 6 = laEc.1.23da M, = M. Para o =n/2 6 3m/2 se obtiene M, = M, .

Lo§ momentos M, . se anulan para estos valores de o. Asi se obtienen las condicioﬂes
indicadas en la Fig.2.

Representemos ahora M, y M, . en funcién de las curvaturas y torsion de la superficie

media de la placa, sustituyendo en la Ec.1.2.3 M. ¥y M, por sus expresiones 1.2.1 y 1.2.2
hallamos
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1 1 > 1 1
M, = D[—cosz o +—sen (x] + vD(—senz o +——cos’ aj
T Ty T ry
Utilizando la primera de las Ecs.1.1.3 resulta que las expresiones entre paréntesis de la
ecuacion anterior, representan las curvaturas de la superficie media en las direcciones n y ¢

respectivamente. De ahi que

2 ~2
M,,:D[i+ vl]:—D(a"fwo—’ji) (1.2.5)
" r, r on” or
5 ) |
L Para obtener la expresion corresp ajgﬁ: | momento torsionante.“ M, , consideremos la
T 1 - - IR - ;
m "y  deformacion de una lamina abed’ conlos s ab'y ad paralélos aia§ direcciones n y ¢
& " vaunadistancia z del plano-medic%Fi; ante-la-flexion-de lapla 4 los puntos a, b, ¢ y
- : d sufren pequefios despla%':lntgs_; N g y-, W laseomp onentes’ de I:desplazamiento del
: » punto a en las direccione: lI;W “t respectivamente. Entonces ql__g.esplaz,@.ﬁgg&f d enla
N U direccionn es u+(cu/ Rty el i e Ja ireecin ries v v/ én)dn.
Debido a estos desplazamientos, s ' :
B " Wi~
H 1'# FIII" — av -(/.--'" '|",I
1 — e, . J— | H e
" \ s i r
- Jientad gl |
m 1 ' Buw ||_--:e = |,l"'-" : L - _-.,i' | -
#‘ } FH_ .j r— u}f.&\. 1'-:'::.-..’ - ||
1] — h__ A0 ',.IX\ 1, e = 'II
b |"l| L-::-_‘“r"f i “qx | i\
oy |
R R \ \ ':'JI'“ - /
- ' o L e v |
- { L t b P — JZ_.,,- o "-, el |
o R N O Qs S
et <4 P 4
: +m | & - r';f
- - P
- N NS
- p.‘ t "% \‘"c.l_"f .l"'\__— .-"'f L=
: 8 :
i
-
- : Fig.5
m g El correspondiente esfuerzo cortante es
[ ou Ew)
=G =+
Far S5t e 0

De la Fig.5b, que representa la seccion de la superficie media cortada por un plano nqrma! a
través del eje n, se puede ver que el angulo de giro en el sentido de las aguja:s del reloj fie un
elemento pq, que inicialmente era perpendicular al plano xy respecto a un gje perpendicular
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al plano nz esiguala —dw/ On . Debido a este giro un punto del elemento a una distancia z
de la superficie neutra tiene un desplazamiento en la direccion n que vale

ow
Us=f=
cn

Considerando la seccion normal a través del eje 7 se puede demostrar que el mismo punto
tiene un desplazamiento en la direccion 7 que vale

- !

A Vs I % .
Sustituyendo estqs"val'x%;‘ -vienla Ecfse e B
o b, S hede—, ,.:"—"{

P 2 ‘ :

X 3 - f i
2o N P . [
Ay e N0 026
li:l‘l‘.-l\.- :—i"’ 4 ‘\ —".;lflnl|
Il|l|| Il'll'
yla expresién","ll 2.4, {f
.|| II|'
Ill IlH IlllI 62 W
| i | ] | 1_|.|V il (127)
| e Vel I UM e
forsiona ra.las direccioneswperpendiculares dadas n y ¢ es

Se ve que el é:llo 5as &
proporcional a"-lﬁ tors ente ?;“Jas mismas direcciones.

| : y llll olo existen los momentos
flexionantes ‘B2 y M, ‘due,aetizan sc as. secBiones, perpendiculares a esos ejes, Fig2.
Por consiguienté-la correspe & torsion €8 nlild, Y Aas curvaturas 1/r.y 1/r, son las
; dea placa. Estds curvaturas pueden calcularse
por las Ecs.1.2.1y 1?2..%___%@__.[1- dos-lo Urﬁén't.g;g:gﬁ-eﬁgipﬁantcs M; y M, . La curvatura
en cualquier otra direccian definida por-el angulé oy puede calcularse por la primera de las
Ecs.1.1.3. o agf N
3. Casos particulares de flexion pura. En el estudio del apartado anterior se trato el caso
de una placa rectangular con momento flexionante uniformemente distribuido a lo largo de
la frontera. Para obtener un caso general de flexion pura de una placa, imaginemos una
seccion de forma cualquiera separada de la placa considerada en la Fig.2 por una superficie
cilindrica o prismatica perpendicular a la placa. Las condiciones de flexion de esta porcion
permaneceran invariables con tal que a lo largo del contorno de la porcién aislada de la
placa estén distribuidos momentos flexionantes y torsionantes que cumplan las Ecs.12.3 vy
1.2.4. Asi llegamos al caso de flexion pura de una placa de forma cualquiera y se llega a la
conclusion de que se produce siempre, si sobre la frontera de la placa actian momentos
flexionantes M, y momentos torsionantes M, distribuidos en la forma dada por las
Ecs.1.23y 124 '
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Consideremos como primer ejemplo el caso particular de que
M.=M,=M

De las Ecs.1.2.3 y 1.2.4 puede deducirse que en este caso, para una placa de cualquier
forma, los momentos flexionantes estan uniformemente distribuidos a lo largo de la frontera
y los momentos torsionantes se anulan. De las Ecs. 1.2.1y 1.2.2 se deduce que

(13.1)

- esto es, la placa se deforma segur}ﬂuﬂa
Ec.1.3.1.
En el caso general en que M,;. Son.

\ s
Mx = el | o

R\

=)/
ll -,

Entonces de las Ecs.1.2.1 jﬁ,l 22
‘|'|

vat 2 esta dada por la

",
[ B N

| (a)
If
n'l 'I
y ademas A
\)
fﬂ_ﬂl (b)
Integrando estas ecuaciones ha]lamos
_;v%._ (c)

‘7D(1 v’

donde C;, C> y C: son constantes de integracion. Estas constantes definen el plano a partir
del cual se miden las deflexiones w. Si este plano se toma tangente a la superficie media de
la placa en el origen, las constantes de integracion se anulan y la deformada tiene por

ecuacion

M, e M,-vM, yz (d)

T 2D(1vv) 2D(1-v*)

En el caso particular en que M; =M, = M delaEc.d se obtiene
10
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M(x2 +y3)
w= - m (e)

esto es, un paraboloide de revolucion en lugar de la superficie esférica dada por la Ec.1.3.1.
La contradiccion de estos resultados proviene del uso de las expresiones aproximadas
&w/ox* y &°w/dy’ paralas curvaturas 1/r. y 1/r, al obtener la Ecee. Estas
derivadas segundas del desplazamiento se usaran también en sucesivos estudios con
preferencia a las expresiones exactas de las curvaturas, de acuerdo con las hipotesis del
apartado 1. Esto simplifica las ecuaciones fundamentales de la teoria de placas.

Volviendo ahora a la Ecll,-sea M,= kMM En estggsp las curvaturas principales de las
Ecs. a son —> A=

s ®

P [ ©
|1

Las rectas par#ela. a : 2un c\’.?nvexas hacia abajo Fig.6,
mientras las rectas pafatefas al _qi}g o'hacen’ségun parabolas fonvexas hacia arriba. Los
puntos de las bt?pct iges de 0S/T e y verifican x =y o
xX=-y; por la-ﬂant Las commo ~puede verse en la Ec.g

1 o
son nulas Td@‘_&s’ las rectas anectmrrectas durante la flexion

ales rectas suffir una torsién como
a.ld placa gue pasan por las rectas ab, bc,

indica la Fig.6. Iméginems

cd, ad,. De las Ecs. 1. 2:,,3 % — o

~, -‘?,/ et
Mg I,l' \'q_ i

Prvovecto de Migitalisacian il.'-l-%r LN T

Responsable FE1L. . JAlbeerio JPebro T orand HHlebina
olaborabores: Estanislao Ferman dParcia

AL I, Furigus Bobriane: Flamana



Tesis be Hlaestria

y 1.2.4 se deduce que los momentos flexionantes a lo largo de dichas secciones son nulos y

lc;s momentos torsionantes valen M, en las secciones ad 'y bc y - M, en las secciones ab y
cd .

Asi la porcion abed de la placa esta en las condiciones de una placa sometida a flexion pura
debida a la aplicacion de momentos torsionantes uniformemente distribuidos a lo largo de la
frontera, ver Fig.7a. Estos momentos torsionantes son debidos a los esfuerzos cortantes
horizontales distribuidos de modo continuo sobre la frontera, Ec.1.2.4. Esta distribucion de
esfuerzos horizontales puede ser sustituida por esfuerzos cortantes verticales que producen
el mismo efecto que dicha distribucion de esfuerzos.

Para demostrarlo, dividase el lado ab en rectangulos infinitamente estrechos tales como el
mnpq de la Fig.7b.

" | !
e 4 Figlo, | [oa2)—"/ ey

Si 4 es el ancho elemental del rectésgule, el correspondientéypar torsiona e es M4y
puede ser debido a los esfuerzos verticales del yalor M,_y-séntidds contrarios-que actiian en
los lados verticales del rectangule. Est 4.{? 0 g erzas horizantales distribuidas
por un si_stema e§téticamente equxwg!g__:,pée_;__éié“ﬁe 7z ven}caﬁleﬁ/ﬁb puede ocasionar
modificacion sensible en la placa, ex\(:,gpjp"ﬁz_thstan{{cxg coiryéﬁélg"d con el espesor de la
placa, que por hipotesis es pequeiio. N L

Haciendo lo mismo con todos los rectangulos, deducimos que todas las fuerzas M, que
actuan segun los lados verticales de los rectangulos se compensan entre si y quedan solo dos
fuerzas M; en las que las esquinas ay d. Haciendo la misma transformacion en los
restantes lados de la placa, se deduce que la flexion de una placa segin una superficie
anticlastica puede producirse por fuerzas concentradas en las esquinas Fig.7c. Tal
experimento es relativamente sencillo de ejecutar y fué utilizado para la verificacion
experimental de la teoria de flexion de placas antes estudiadas. En estos experimentos se
midieron las deflexiones de la placa a lo largo de la linea bod ,ver Fig.6, y se hallo que
estaban de acuerdo con los resultados teéricos deducidos de la Ec.g. las tnicas discrepancias
se encontraron cerca de la frontera, y eran mas pronunciadas en el caso de placas
relativamente gruesas, como era de esperar del anterior estudio de la transformacion de los
pares de torsion a lo largo de los lados.
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Como ultimo ejemplo consideremos la flexion de una placa Fig2 segin una superficie
cilindrica de generatrices paralelas al eje y , en tal caso &'w/ oy’ =0ydelas Ecs.12.1y
1.2.2 se deduce
2 =2
) W
M, =-p2Y M,=-vD2
ax J Cx-

(h)

Se ve que para producir la flexion de la placa segin una superficie cilindrica debemos aplicar
no s6lo momentos M, sino también momentos M. . Sin estos ultimos la placa se flexionaria
segun una superficie anticlastica.

4. Limites de aphcaclqn-rde Ias formqlag ﬂeducndas. _En el estudio de la distribucion de
esfuerzos para el casﬂ',;;i flexion.pura (apa[fagiq.Z}stja SH uesto que la superﬁc:e media es
la superficie neutra’ d“' 3 placz Es{a condicioh-s6ip-sé.cu ]

flexion pur una placa segin uha supert '1&' Cl.[in&'léa, [ {nic tacidm de la apllCaCIOIl
dela teona rulsxto de que el espesor sea pequeiio-en CQ acién con los radios de

S o I.lHlUERSIﬁ

Si una p]ac:;' se fley
deformacmnes lon )

lable Ia superficie media sufre
al de lﬂ flexion pura que hemos

alarganuento q
maximos o, Io!hue
comparacnon con la

omparacion con los esfuerzos
perficie media es pequefia en
lEste requlsito impone una

'ml

',II
Iar":'por momentos flexionantes
Qequenas deformaciones,
B, Flg ~una seccion diametral de
io exterior del circulo antes de la
amos p:;lfnero que no hay alargamiento
En\wgl caso el arco OB debe ser igual

Para demostrarlp co
M umformeméﬂte di
es esférica cd@r-&dlo

flexiony & el desbLazarme ‘?&I
de la superficie media de. la_placa en-direccic
al radio inicial exterior %‘_’_ xh

Fig 8
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Elangulo ¢ yelradio » de la placa después de la flexion vienen dados por las relaciones

a
q):;;a=rcp b =rsen ¢

Se ve que la flexion supuesta de la placa implica un acortamiento de la superficie media en la
direccion de las circunferencias.
El valor de esta deformacion en el contorno es

a-b ro-rsen
v =l (a)
r = , g
- Para angulos pequefios se puede deci %&
w )ﬁ; -
G é_, \
. - ;
E - sustituyendo la primera d gltes ev.pr
b
bW ®)
g
- L Para representar esta defommcxor o nq‘temos que
=
H v
4 ?“ De donde
5
5 n Sustituyendo en la Ec.b se'@uene fi
-5
- [ ( € (14.1)
- )
: & 1@;—"’" H‘}"-\q N Al'rﬁ:_)/
- Esto representa un limite superior para la deformacion deia frontera de la placa. Esto se ha
m : deducido de la hipotesis de que la deformacion radial es nula. En las condiciones reales hay
‘m  deformacion radial, la cual, para el contorno es menor que la dada por la Ec.1.4.1.
: : Por lo anterior podemos deducir que las ecuaciones obtenidas en este trabajo, bajo la
hipotesis de que la superficie media de la placa flexionada es su superficie neutra, son
H % suficientemente aproximadas siempre que la deformacion dada por la Ec.1.4.1 sea pequena
en comparacion con la maxima deformacion de flexion A 7 2r, o lo que es lo mismo, si el

desplazamiento & es pequefio en comparacion con el espesor /# de la placa. Similar
conclusion puede obtenerse para el caso mas general de flexion pura de una placa en que las
curvaturas principales no son iguales. Generalizando estas conclusiones podemos afirmar
que las ecuaciones antes obtenidas pueden aplicarse con suficiente exactitud siempre que las
deflexiones de una placa desde su plano inicial sean pequefias en comparacion con el espesor
de la placa.
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5.- Ecuacion diferencial de la deformada. La ecuacion diferencial de la deformada se
puede obtener mediante equilibrio o0 mediante métodos energéticos que son mas generales.
Primeramente utilizaremos el método del equilibrio, consideremos ahora a la siguiente figura
9, en donde existe una carga distribuida sobre la superficie superior de la placa. La
intensidad de esta carga es denotada por ¢, tal que la carga actuando sobre el elemento’ es

q dx dy.

Sumando todas las fuerzas
ecuacion de equilibrio:

oQ 60
— + =t ok =
dxdy dydx + qdxdy = 0
de la cual

1 . ;
Ya que la componente de esfuerzo o, es despreciada, no somos actualmente capaces de aplicar la carga sobre la

superficie superior o inferior de la placa. De esta forma, cualquier carga transversal simple considerada en la teoria de

placas delgadas es meramente una discontinuidad en la magnitud de las fuerzas cortantes, las cuales varian de

acuerdo a una ley parabdlica a través del espesor de la placa. De esta forma, el peso de la placa puede ser incluido en

la carga ¢ sin afectar la exactitud de los r i
g : esultados. Si el efecto de las careas de la superficie
especial interés, tiene que ser usada la teoria de las placas £ruesas. ¢ ‘ . R X st
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0. 0,
L 2 =0 (151)
cx

Cy

Tomando momento de todas las fuerzas actuando sobre el elemento con respecto al eje x,
obtenemos la ecuacion de equilibrio

M, M
R

~dydx + O, dxdy+0 (a)

Y 5}“." :

dol al',

S | e '
COTE '.esfﬁ;:e'to,,a?lfcj'e' ¥, obte

)
(4]
=<3
8.
7]
3
o
a8
3
P
o
=)
=
(=N
O
g
2
=

el o |~

f (c)

Ya que no hay fuerzas en las ;?ire Ciones
las tres ecuaciones, 1.5.1,/b,/ly
ecuaciones b y ¢ despejamosa Q

c.l.S.NI‘._';;éra obtener
-'."-’:‘...
b,
M, M, TN, ‘
e T
ox” oxcy cy zl"\_?_:':;r:; ?‘i‘gh -
, =

(1.5.2)

Para representar esta ecuacion en términos de las deflexiones w de la placa, suponemos que
las expresiones (1.2.5) y (1.2.7), desarrolladas para el caso de flexion pura, pueden también
usarse para el caso de placas cargadas lateralmente. Esta suposicion es equivalente a
despreciar el efecto sobre las fuerzas cortantes Q. y O, vy el esfuerzo de compresion o:
producido por la carga ¢.

Usando las direcciones x y y en lugar de las n y ¢, las cuales fueran usadas en las
Ecs.1.2.5y 1.2.7, obtenemos
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Fw w Fw  Ow
wmo(Fn ) w = o T

ow
M, =-M, =D(1-v) ™

(1.5.3)

Finalmente, sustituyendo las expresiones para los momentos dadas por la Ec.1.5.3 en la
Ec.1.5.2, obtenemos la ecuacién diferencial para la deformada:

+ = (1.54)
Las Ecs.(b) y (c) son Za8-¢Ortas es.Q. y O, de las cuales
. i -
[, 2 < F
I f w'll‘ II' i .\"' =1
'i!r k,T-_f} ‘ ~ 43 i
Ly (15.5)
l‘l‘"l‘ ’I| ]
i\l S
I|I IH
| |
Como se menciné i lenoi!a] de la deformada también
puede encontr es|son mas generales y nos seran

de gran utilidad al pla
diferencial de [a defd
expresion para\lhh ene -
placa es flexionada p :

los planos xzr:_.,y yz sed
almacenada €ﬁ~un elemento
trabajo producido por los thot
la placa. Dado que las caras del-efem erma
momentos M, dy se degﬁﬂm tomando la nntaﬁﬁd'ér oducto del momento y el angulo
entre las conespondlente*scéras dal e]¢’menLo _despues“ de la flexion. Puesto que —d*w / ox’
representa la curvatura de la placa en el plano xz, el 4ngulo correspondiente a los momentos

M. dy es —(o w/ ox )abc , v el trabajo producido por estos momentos es

gy T
2 ox*

ara encontrar la ecuacion

g serd necesario encontrar una
, flexidn/de J4 placa. Considérese que la
s (Ver Fig.2), de tal modo que
d adé'-,__l energia de deformacion
% A Fig.3, f,sefdetermina calculando el
obre eLeTemento durante la flexion de

ddy

Una expresion analoga se obtiene también para el trabajo producido por los momentos M,
dx. Por lo tanto, el trabajo total, igual a la energia de deformacion del elemento es

Sustituyendo los momentos por sus  expresiones 12.1 y 1.2.2 tenemos que la
17
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energia de deformacion del elemento viene dada en la forma siguiente

2 2
. &w w Fw &
dl :ED|:(€-'X2] +(6y2) +2va‘: ;T}dmy (d)

Para el caso de flexion pura, las curvaturas son constantes en toda la superficie de la placa, y
la energia total de deformacioén de la placa se obtendra integrando la expresion anterior,

quedando
2
,J ( ) N = (1.5.6)
AL - 7 ‘.I -

, curvémsa actuaran
tos ﬂexxonante& M::Eﬁ{ll y M, dx

gia &’o-ﬂf:formamon

de defonnagiéﬁ" ebida' a 105 momentos
zjo realizade-por éste.ale argcf de la forsion
' i : d})ﬁ €s

Si las direcciones x y »<no coir planas;
sobre las caras del elem taﬂe ja“Flg 3 rio‘solo }osi_"'

sino también los mome yrsionar ~—dy 13
debida a los momentos fl e o : EI n A
Para determinar la expresqbn

torsionantes M, ,dy hay qﬂ en
de la superficie de la placa, asi que/la

N\::;I'l |'j‘|"’r
sustituyendo la Ec.1.2.7 teneﬁu'os o lll{:-.
'llll-:! __." ‘ b .._;I-"‘

". o

La misma cantidad de energia (dV,:S:.pToﬁpen lp"s momenfos M,’f dx de modo que la

energia de deformacion debida a ambos momentos 'torsmnantes es

dv, =dv, +dV,, =D(1- v)( ]dxdy (e)

Puesto que la torsion no afecta al trabajo producido por los momentos flexionantes, la
energia total de deformacion de un elemento de placa se obtiene sumando la energia de la
flexion (d)y la energia de la torsion (e). Asi obtenemos
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"V‘ED[[aﬁ] +(8y2] TV @Z}MJ’DO o) *¥

o bien

2 2
1 &w azw) &tw &'w (52w]
F — —21- - dxdy 1.5.7

La energia total de deformacion de la placa se obtiene integrando como sigue:

donde la int
Ahora bien,

e df macion de una_1

. “ 3 e T e e

Antes de aplicar el prRGipic—4 jz\,:_-qé's'ﬁlazamlent
ol bre

Supongamos q) 1. queé -actie }0 ' & Ca
5 & aonpaucin-con

i
Llesl'ilconsideremos a la Fig.10.
-e§ normal a su superficie y los
:.:. . Respecto a la frontera,

se/dn ?!/'glano de la placa; en estas

desplazarnienmﬂ S0
supongamos qug log &
condiciones las react iones
despreciarse las'\deforma

y

como antes I."

/Con estas hipotesis pueden
L@nte la flexion. Tomando
1

*E;j’ >
= -
p g
h 7
H"ﬁx\ > [
ks w
o ey
aM
M, +—Ldy - M,+6M‘
” viv D
=~ ﬁ%/ AY
= )
M, A
My +—=df | ] M
dsn N @
e N
(2]
£y 0, +Zxy
g, + & dy U, + e

Fig.10

los ejes de coordenadas x e y enel  plano medio de Ia placa y el ee =z
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perpendicular a dicho plano, consideremos un elemento separado de la placa por dos pares

de planos paralelos a los planos xz y )z como indica la figura 10. Ademas de los
momentos flexionantes M. y M, y los momentos torsionantes M, , que se consideraban
en la flexion pura, hay esfuerzos cortantes verticales' que actian en las caras del elemento.
Los valores de estos esfuerzos cortantes por unidad de longitud paralela a los ejes y y x se
denominan Q. y O, respectivamente y valen

: 0L A 4 ; I
Aplicando ahora el principio de’log de v;é;o's-.,,gue se produce
una pequefia variacion infinitesimal " 2¢s el correspondiente

cambio en la energia de géﬁqtmamt‘)nu&e placa debe-st rt"r“gTiI'a{fabjehr ado por las

fuerzas externas durant Ik.gil:}{;lésp]azanﬁento virtual. Para calcular -este, trabajo debemos
considerar no solamente 14 carga lateral distibfidd sebré lafSuper de T placa sino
también el momento ﬂe;k\lpnante Iwg E!! 0, .*':J (aM,,, /&s‘)
) ) ll |I F - Il' I|
distribuidas a lo largo de la ﬂ,.lonter a placa:-estas fuerzas tpa'hsxi s 0 cortantes son el
resultado de sustituir el momento torsid na.m‘_el alalargo de {a'front rande | pla#:a por un par
de fuerzas mecanicamente equiy lents [.Por li'?:‘?m?..l-? ecuacio ral,| dada por el
principio de los desplazamientos virmalesess = Y N l
{| | !
|||

?:H_ o e
La primera integral del lado derecho dé;_e_st‘a“éégaciépfrepresggiﬁ eli.._t;;dkajo de la carga lateral

durante el desplazamiento &w. La segunda, extendida a 1o Targo de la frontera de la placa,
representa el trabajo de los momentos flexionantes debido a la rotacion &(8w)/én de los

extremos de la placa. El signo de menos viene de la direccion elegida para M, y la normal »
indicado en la Fig.11. La tercera integral representa el trabajo de la fuerza transversal

aplicada a lo largo de la frontera de la placa.

! No habra esfuerzos cortantes horizontales ni esfuerzos normales en las caras del elemento, puesto que se considera despreciable la
deformacién en el plano medio de la placa.
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-“-""'i‘-._ o ?:_1
Y

p N L i n -

e lé}'égpa usaremos integracion

Para calcula}:'f#arii :
ino d¢/la Ec.1.5.8. La pequefia

por partes la\cual s

variacion de este tér I
|| II I'll'l

1l N2 '

s[5 S
1
[] I |||I
."Ill lﬁfﬁfﬂl (h)
AN i
{ &-ﬁ# \hld

"'h"\.\ ‘u,,___H A g / j::}-.,.r.
En los primeros dos termines. despueés del signo dgﬁ’l en la Ec.h la doble integracion
puede ser reemplazada fz@né‘ﬁgegrabfsi{pple si‘Tecordamos que para cualquier funcion F

de x y y se cumple el teorema de fa-divergencia:

I %iidxajm IFcosc.ds I %dm&: F senads (1)

En estas expresiones las integrales simples se extienden a lo largo de la frontera, y o es el
angulo entre la normal y el eje x, como se muestra en la Fig.11. Usando las primeras de las
Ecs.i, podemos representar el lado derecho de la Ecs.h como sigue
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dxdy + ZJ.[ B 4 —%}-Schosads ()

Avanzando a lo largo de la frontera en la direccion mostrada en la Fig.11, tenemos

Obw  Codw a'n CESw ds Jéw ¢ dw

= —= cosa —
ox on dx és dx on os

senao

Con esta transformacion, la Ecj se convierte

[J(5)

i L i1
Fijemos nuestra atencion en| la te
integramos por partes, tenen-ﬁq)s

otw Sdw
ot Bs

———8Enol cos&ds

A

Sustituyendo esta expresion en la Eck, finalmente obtenemos la variacion del primer
término en la expresion 1.5.8. para la energia de deformacioén en la forma siguiente:

gl

~2

cw
ox?

i &*w &*w o8w
) dxdy=2j -axTﬁwdxd)z+2J.ax2 COSza?dS (])
o(o*w o'w
+2 | = P senc cosa | — v cosa Bw ds
cs ,
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Transformando de manera similar la variacion de los otros términos de la expresion 1.5.8,

obtenemos
otw i’ odw
I e dxdy 2_[ &’ > n
(m)

2 23
ow c'w
=2 || 52| Az senacosa |+ sena wds
Os\ Gy &y

analogamente

&w otw /R . ]E‘-Sw
8 .’.J.C“‘x2 —-—?dxdy ¢ con N
(L2, 7 h (n)
- [[ kel e
ox* oyl
" o —
i = 1
finalmente la vayam' : '@E—Eﬂunﬂﬁeiaél 518
e by
(o)

w o w C
+ | (- v)(—_‘-Tcos2 o +2———seno. coso +—-sen’ a] + v[
ox cxqy ay

3 . . (1.5.9)
+ I (1~v)£ [6 .M 6‘w] Sena. coscl — W (cosza— en’ )
65 axZ ayl ax@y S L
&w  Fw &Fw  Ow
_(E'xs - P zjcosm—(@l3 +6x26yJ sena}ﬁw dsJ
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Sustituyendo esta expresion en la Ec.g y recordando que dw y &(3w)/dn son cantidades

ar bg’trqﬁamcnte pequefias que satisfacen las condiciones de frontera, concluimos que la Ec.g
sera _vahda solamente si las tres integrales del lado derecho de la Ec.1.5.9 son iguales a cero
(debido a el teorema fundamental del calculo variacional, ver L. Elsgoltz ,1977 pag. 302):

J‘J‘D(ﬁ"w 5 ctw &*w Ja -
ax4 ax26y2+ay4—q W dy“‘o (P)

(q)

(r)

(.~
1 Y
W g
genemos

4
4 (1.5.10)

e . P e . .
la cual la podemos escribir de manera diferente si introducimos los siguientes operadores:

o*w  S'w

W Ve e

asi tenemos que

Viw= (1.5.11)

q
D

esta expresion es la ecuacion diferencial de la superficie flexionada de la placa. De las
ecuaciones (q) y (r) podemos obtener las condiciones de frontera.
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Por ejemplo, si la placa esta empotrada a lo largo de la frontera tenemos que o w y
&(8w)/én son cero a lo largo de ésta; y las Ecs.q y 1 se satisfacen.

En el caso de un extremo simplemente apoyado, d w=0 y M,=0. Por lo tanto la Ec.r se
cumple, y sera necesario que la Ec.q cumpla con la condicion

a 2 2
(l—V)( ‘:Cosz a+2§xgy sen oL cos o + ayw sen’ a) +vViw=0 (s)

2
Ox 2

Para el caso particular de un lado recto simplemente apoyado y paralelo al eje y, @ = 0 ; por

lo que de la Ec.(s) obteniéme YA e T

! F‘ III ;l.-' 3
= ¥

A
la condicién'}i’? un| extr
Sila frontera'-,‘de un

Ecs.qy rson "%rbitr
y (1), para una f"ﬁont
|
|

[Os) =0

:." Por lo tanto, de las Ecs.q

s | T2
~3 3 .-"‘.\.\.‘ >
[C w o Ow )
2,3 6x2 e I__.-r"’ #
@ @} ot . P
L] ”:-;- - ;.\._‘:'\. 4 ‘.:".r' |:..-_\___-,:IJI'I
S e : . F . _._‘J_‘! =

ow  d'w
o Vo P
~3 A3
axdy?

En el caso cuando se dan M, y la fuerza transversal 0, ~ (6MM / é‘s) y son distribuidos a

lo largo de Ia} f"rontera de la placa, las correspondientes condiciones de frontera una vez mas
pueden ser facilmente obtenidas usando las Ecsq y 1.
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PLACAS RECTANGULARES SIMPLEMENTE APOYADAS.

6.- Placas rectangulares simplemente apoyadas bajo carga sinusoidal. Tomemos los
ejes coordenados como se ve en la Fig 12, y supongamos que la carga distribuida sobre la
superficie de la placa se puede expresar como

qg=q, senf—:—senl;y— (a)

en donde g, representa la intensidad en el centro de.la carga. Para este caso la Ec.1.5.10
; Al . FEAA T =D

para la superficie deformada se confaerﬁ NI e j‘r

o= - E ,;'Iu y

AN o |

g 4 \‘"-__\._-u =
PR < ®)
e

_ﬂ |

% v

X, NS
Las condiciones de frontera para los apovos sim
LI

.-I".?-:E"u fll.f'll
e
M) w=0 @ dwfat=0p

ra x=0 y x=a

(c)
3) w=0 (4) &*w/®y* =0 para y=0 y y=b
Si tomamos a
w=C e gen 2. (d)
a b

como la ecuaciéon de la deformada, podemos ver, que ésta satisface las condiciones de'
frontera, ademas, podemos determinar la constante C sustituyendo la Ec.d en la Ecb, asi

encontramos que
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9o 1
c=d
D (1 1Y
ety

con esta expresion podemos determinar la superficie deformada que satisface la Ec.b y las
condiciones de frontera (c), asi:

: I aad sen—? (e)

n lsen 2 ®

Si ahora utilizamos las Ec.1.5.5; pode alcutar las ﬁxerz_;fs;cortantes en la placa, que son
M ,"f E&//r.._.-'
\Q cos—sen—
EN i
P oY s
ol ()
0, = %—sen—cos—-Z
v
a* b

Para encontrar las reacciones en los extremos apoyados, procedemos como se menciono en
la seccion 4. Procediendo de esa manera encontramos que para la frontera x =a, yla y =
b, tenemos
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(h)e(i)

De estas ecuaciones podemos observar que la distribucion de presiones, sobre los extremos,
sigue una ley sinusoidal. El signo menos indica que la reaccién sobre la placa actia hacia
arriba. Por simetria, podemos conclun' que las Ep!i h e 1 _representan también la
distribucion de presiones a lo largg de- % 2y =g i

resultante de la distribucion de e.sgg ' ]

Observando que

puede concluirse que la suma de las reacciones distribuidas es _ la carga total sobre
la placa, dada por la Ec. (k). T ‘\* s “x_‘___ —

Este resultado puede facilmente explicarse si notamos que, procediendo como en la seccion
4, obtuvimos no solamente las reacciones distribuidas, sino también, reacciones
concentradas en las esquinas de la placa.

Estas reacciones concentradas son iguales, por la simetria de la placa, y su magnitud, como
puede verse en la Fig. 13, es

2q,(1-v)

s G
szab[gz— +BT)

Re2) 0
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El signo positivo indica que la reaccién actia hacia abajo. Su suma es exactamente igual al
segundo término en la ecuacion (j). Las reacciones distribuidas y concentradas, que estan en
equilibrio con la carga aplicada (Ec.a) se muestran en la Fig.14. De esta figura podemos
observar que las esquinas de la placa tienden a subir, debido a la aplicacion de la carga, y
que la reaccion concentrada R debe de existir para prevenirlo.

Si la distribucion de la carga sinusoidal esta dada por la ecuacion

q=q, sen 2 sen 1Y (m)
a

donde m y n son enteros, podemos proceder como antes, y obtendremos para la superficie
flexionada. la siguiente expresion:
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mmnx
W= 90 sen senmty (2.6.1)

[ ]

de la cudl la expresion para los momentos flexionantes y torsionante pueden obtenerse
facilmente mediante diferenciacion.

7.- Solucién de Navier para placas rectangulares simplemente apoyadas. La solucién de
la seccion anterior puede ser usada para calcular las deflexiones producidas en una placa

F ﬂ rectangular simplemente apoyada por cualquier tipo de carga dada por la ecuacién
+ o
- & ()
w N~ — N
r".- E‘L para este proposito represgm’aremo ; (.)€l ma sene tﬂggnometnca
= doble de Fourier -EulernIr ety T T, A =
= L @
TR
fl

oo / 2.7.1)
ol
m . endonde cadauno delos cdﬁﬁcne
7 A

ﬁ a,, =~ | serl——sen =—=rdy| (2.7.2)
? e LX) 82 1| |

ﬂ Evaluando la integral indi : ‘ dist: €., para una

n ftx,y) dada, encontramos l'ogfcoeﬁc serie re % 4 iesta forma,
u ! la carga dada, como la sufha de i g roducida por
w = cada carga parcial se discutié élxla sec total se ‘obtendra por la
: ?Ii suma de cada uno de los términos ‘dados en'ta Ec:2 |

1 .a-'.-'-"
- N A~ 17
= g ZZ - h'_‘mm en2 2.13)
g DL () b &
- l: az b2
- -
m | Suponiendo que tenemos una carga uniformemente distribuida sobre la placa, cuya

expresion es

Jtxy) = qo (b)

donde ¢qp es la intensidad de la carga uniformemente distribuida. De la formula 2.7.2
obtenemos
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1
sen = sen Et)—)a'xd = —6q (c)
mn ab b

w mn

donde m y n son enteros impares. Si m 0 n, 0 ambos, SON NUMETOS Pares, dy,=0.
Sustituyendo en la Ec.2.7.3, encontramos

N

" w%zzjz “ Zém (2.74)

donde m y n sqﬂ'

Para el caso de’una carga Unifer ' ra s ung deflexion de 1a superficie simétrica con
respecto a iﬁ%{es ¥= /2,y = b/ nararal nte_ ; S los nur § pares en la serie 2.7.4
para m 0| specto a los ejes arriba
menmonadoé\

ra en | centro y su valor lo
encontramos Wsﬂtu : e

1\

(2.7.5)

Esta es una sv;-,"'~ d
tomando sola

placa cuadraq“_g,a.le

enelf‘( _muy buena aproximacion
ori pIo en ¢l caso de una

0, sustituyendo la expresion para D y suponiendo v= 0.3,

q9,a"
Eh’

= 00454 12"

este resultado tiene un 2.5% de error comparado con el valor “exacto” (ver tabla 3).
La expresion para los momentos flexionantes y torsionantes se pueden obtener de la
solucion general Ec.2.7.4 usando las Ecs.1.5.3. Las series obtenidas de esta forma son de

convergencia mas lenta que la de la serie 2.7.4, en una seccion subsecuente daremos una
solucién con convergencia mas rapida.
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L‘a solucion de Navier también puede aplicarse al caso de una carga simple P uniformemente
distribuida sobre

0
(.
g | |
- n
d
i b
L |
o

d
-l (d)

|
c.ﬁa‘J para placas
[}~

L)
alquiet,punto dado
a cerg; obtenemos la

Otro caso de interés préctf@i'és el det
x =&, y =ndela placa. Usando la E

expresion ‘“x,\

g} —
a) s sen ——sen —— == = (e)

=, sen

sen = sen 172 (2.7.6)

——:s
a
N a b

en——
b
2\ 2
m=1 n=1 R

La serie converge rapidamente, y podemos obtener la deflexion en cualquier punto de la
placa con suficiente exactitud tomando solamente algunos de los primeros términos de la
serie. Por ejemplo, calculemos la deflexion a la mitad de la placa, cuando la carga también
esta aplicada a la mitad. Entonces, tenemos &=x=a/2, n=y=5/2, asi la serie 2.7.6 se
convierte en
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m=1 n=1

Pge K aszz[ b-) @®

donde m y n sonimpares. En el caso de una placa cuadrada, la expresion (f) se convierte
en

Tomando los primer:

4 concentrada, es divergente en x
s mo,mentos flexionantes y las

"'.
este resultad 2_}3/ Menos
Como la seri
=& y y=n,tam
fuerzas cortantes en|el
|| ..... ) I

1
8.- Solucion |\ de
uniformemente cargs

5| simplemente apoyadas y
- ﬂe on de placas rectangulares
vﬂ, sugirié tomar la solucion

(2.8.1)
tv.

deremos gue los lados x =0 y x = a
. eje de lgg x se colocara a la mitad de la

piaca para aprovecha:‘xl%gﬁwade ésta SOW Cada término de la serie 2.8.1
satisface las condiciones ont w,-/ 0.y =0 sobre los ladosx =0 y x = a.
Queda determinar Y,, de tal forma que satisfaga las condiciones de frontera en los lados
y=1b/2 ytambién la ecuacion de la superficie deformada.
a4 4 4
:V+2 azwz"'awzi (a)
ox ax‘ey’ &' D

' Ver Compt.rend., vol. 129, pp 535-539, 1899
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imformemente
He la Ec.a

Al aplicar este metodo ,z placas

cargadas, unas snnphﬁ es dlClOl‘lEﬁeS pueder?h?cﬂrse toman' 0 la salu
en la forma \-E?/I '
\ (b)
donde ',",
il
\ (©)
|I -'
representa la deflexion de una fffa efnente ‘ : aﬂ eje x. Esta
satisface la Ec.a y también lds congicior fronf S EXt1 | X =a.
La expresion w» ewdentemé‘hvte ary 2 ‘
0

% =l
ya que w; satisface la parte no homogen.eaﬁgl\eﬂTﬁ‘Ee.-g e de elegirse de tal manera que
haga que la suma (b) satisfaga todas{hs m de fro ra/de’la placa. Tomando w»

en la forma de la serie de Fourier Euler 2.8.1 y-sustituy a en la Ec.d encontramos que
Y, esigual a:
¢ m mn
Y, —-q—a—[A,,,co hm B 25 ™ s senhm:y+D,, :y cosh a")
a

Observando que la deflexion de la superficie de la placa es simétrica con respecto al eje x,
solo conservaremos las funciones pares de y, ademas C,_ = D, = 0. De esta manera

& @
w, =2 (A cosh 22 + B ™™ senh 70 )sen o (e)
D " a a a a
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la cual satisface la Ec.d y también las condiciones de frontera en los extremos x = 0y
x = a. Tendremos que w es igual a
mmy

R~ mmy mmx
_ g 4_ 3 3 ol E (A hf’_’U_’+B ——senh—)sen——— (H)
w—24D(x 2ax’ +a x)+ D L. n COS B " - .

que satisface a la Ec.a y las condiciones de frontera. .
Solo restar ajustar las constantes de integracion A y Bn de tal manera que satisfaga las

condiciones de frontera

(2)
sobre los lados y = /i;j; :
f_,.-' : - ..
.
A 7
estas consta tesde
II'IIIII'
i ‘
'.'|Ill A ( h )
I'|
||' o
Con ellas enconll!'ram S QU
If
w | |
4ga’ in mmx
w= ia “—«[
n D rgb.| a
mz.l-"_'rl
(et
=

en cualquier punto de !a pla
La deflexion maxima se €
N N\ LF &
_ 4qa* m-_(—l)lhr__ 4 (1 o, tanha +2]
= %D : m' ' 2cosha

(i)
m
donde m es un numero impar. No tomando en cuenta el segundo término en los paréntesis,
esta serie representa la deflexion en la parte media de una franja uniformemente cargada. Por
lo tanto podemos representar la expresion (i) en la forma siguiente:

5 ga' 4qa’ = )" " o ranho, +2
Woax =7 o 5 (283)
384 D n D m 2cosha,
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para m impar. La serie de esta expresion converge muy rapidamente, y podemos obtener
una buena aproximacion tomando tnicamente los primeros términos. Considerando una
placa cuadrada como ejemplo, con la expresion para o, usada enla Ec. h tenemos
a=xn/2 az=3r/2

de donde la Ec. 2.8.3 da

W 3 ga'  44a’

n&X 388 D n°D

Se puede ver que el segundo término entre paréntesis es pequefio y podemos considerar
solamente el primer término de la serie, ya que la formula para la deflexiéon es correcta para
tres cifras significativas.
Utilizando la Ec.2.8.3, podemos representar la deformacién méaxima de la placa en la forma

ga’
(0.68562-0.00025+...) = 0.00406 =

[~ Y
ﬂ.?,?_ f}g’[ 7\ —-;"5‘ N, (2.8.4)
donde el factor numéricg” & d Ade de on—o)/.a de_lgs{iadé‘s.g‘e (lg%‘%ca Enla
Tabla 3 se dan algunos v o;g;y?ie @, — — - ey BN |
Para el extremo x la expis,':| ion ento flexionante es I
I"._"t ,-':.'"
gx(a-> mrx
(Mx )y =8 1 '
|12 a
| I
_ qx{at Far, A o I
(M«"')y =0 d .”l 2 - i\ et u a

f
Wy
A"

\
para m impar. Las dos sgﬁgﬁ cony
calcularse y representarse@fga}h fo

.
5

(Mx)y= 0 ;‘:" “"-..___\_\_h L I.J__

N x""d-:-:*g,-’

Los valores numéricos de los factoresé%/ y ‘b}_& son‘dados g%' al

Los momentos flexionantes que actian a lo largo de fa linea media x = a / 2 pueden
calcularse y representarse en forma similar

i

(M,),.,,=B"ga’ (M,)._ =B/ qa’ (k)

Los valores de los exponentes 8y B son dados en la Tabla 2.
Los valores maximos para estos momentos,

(M,),,,=Baa’ (M,) =B,ga’ )
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estan en el centro de laplaca ( x=a/2,y=10),ylos correspondientes factpres By B
estan dados en la Tabla 3. La distribucién de los momentos en el caso particular de una

placa cuadrada se muestran en la Figura 17.

V,=0,-aM,, [ox

Mnstituto e HInnogenierida
diIinfinersinDan Peracrusanda

. 0.338qa
My y [Ox R = 0.065qa’
! 0.082ga v=03 »x
~0.0325qa® Bice Limg ' Ve
Pl 4 ’:r"f,-ﬁ T,
j,ﬁmjf_._ N s SN ﬁ al2
aa\"% | 7|
P s >
,@/ A\ &@1 '
l| "‘:- r oF ' = FI.
::; i _'4 al2
1 ! [
L\ I
"ll|' ‘,"'
||| lll 3032'. Iqa
'|| = I
I

| L
W ' {1}’ |
Tabla 1. Valo 1 i tos! onantes de una placa
rectangular simplemerit&apo} imos} nko,1959)
~ a7
M= B ga’. ¥ ‘RWS M=p9d y=0
b/a |x=01la |x=0% |x=075- 8 Ax=0la |#=02a |x=03a [x=04a |x=03a
1.0 ]0.0209 0'03431\ .L)_-:g‘i_.% 0366— 1070479 |0 0.0303 |0.0400 |0.0459 |0.0479
L1 |0.0234 |0.0389 '[0.0486%0.0541-0.0554,770.0172/ [0.0311 |0.0412 [0.0475 |0.0493
1.2 |0.0256 [0.0432 [00545 %060{ 0. 0.0174 |0.0315 |0.0417 |0.0480 |0.0501
13 10.0277 |0.0472 |0.0599 |0.0671 |0.0694 |0.0175 |0.0316 |0.0419 |0.0482 |0.0503
1.4 10.0297 |0.0509 [0.0649 |0.0730 |0.0755 |0.0175 |0.0315 |0.0418 |0.0481 |0.0502
1.5 |0.0314 [0.0544 [0.0695 |0.0783 |0.0812 [0.0173 |0.0312 [0.0415 |0.0478 |0.0498
1.6 [0.0330 |0.0572 [0.0736 |0.0831 |0.0862 |0.0171 |0.0309 |0.0411 |0.0472 |0.0492
1.7 |0.0344 [0.0599 [0.0773 |0.0874 |0.0908 [0.0169 [0.0306 |0.0405 |0.0466 |0.0486
1.8 [0.0357 |0.0623 [0.0806 |0.0913 |0.0948 [0.0167 |0.0301 [0.0399 [0.0459 |0.0479
1.9 10.0368 [0.0644 |0.0835 |0.0948 |0.0985 |0.0165 |0.0297 |0.0393 |0.0451 |[0.0471
20 ]0.0378 |0.0663 |0.0861 [0.0978 |0.1017 [0.0162 |0.0292 |[0.0387 |0.0444 |0.0464
25 |0.0413 |0.0729 |0.0952 |0.1085 [0.1129 |0.0152 |0.0272 [0.0359 |0.0412 |[0.0430
3.0 |0.0431 [0.0763 |0.1000 [0.1142 |0.1189 [0.0145 [0.0258 |0.0340 |0.0390 |0.0406
40 100445 |0.0791 |(0.1038 |0.1185 [0.1235 |0.0138 |0.0246 |0.0322 [0.0369 |0.0384
© 0.0450 ]0.0800 |0.1050 |0.1200 |0.1250 [0.0135 [0.0240 |0.0315 [0.0360 |0.0375
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De la Tabla 3 vemos que, como la relacion b /a crece, la deflexion maxima y el momento

maximo de la placa ripidamente se aproxima a los valores calculados para una franja
uniformemente cargada o para una placa flexionada en una superficie cilindrica obtenida
haciendo b/a = . Para b/a =3 la diferencia entre la deflexion de la franja y la placa es
de 6.5 %. Para b/a =5 es menor de 0.5 % . Las diferencias entre los maximos momentos
flexionantes para las mismas relaciones de b /a son 5%y 1/ 3 %, respectivamente. Se
puede concluir de esta comparacion que para b/a > 3 los calculos para la placa pueden
reemplazarse por los de una franja, sin error substancial .

Tabla 2. Valores numéricos S y B, para los momentos flexionantes de una placa
rectangular simplemente apoyada bajo presién uniforme g. (Timoshenko,1959)

& A
L F r p-'.'r LA

!
o

M,= B gd Z3.= a/ 2 3R
b/a|ly=04a|y=03a |62 ]| v=01la |y=6~
1.0 [0.0168 | 0.0303 ajgggiﬁr-'b.
1.1 [0.0197 [ 0.0353 | 0. 3;&5”' 0.0
1.2 {0.0225 | 0.0401 | 0.0526 | 0.0¢

1.3 0.0252 | 0.0477 | 0.0585 | 0.06
1.4 |0.0275 | 0.0491 | 0.0639 | 0.072710.0755 1 0.

1

1.5 |0.0302 | 0.0532 o.osi 0.0
1.6 | 0.0324 | 0.0571 | 0.0737 | 0. 0 68621 6:0
1.7 [0.0348 | 0.0607 | 0.0780 | 0.0877,| 0090%| 0:0295 0.04
1.8 [0.0371 | 0.0641 [ 0.081% | 0.0
1.9 [0.0392 | 0.0673 | 0.0854 | 0.9
2.0 |0.0413 [ 0.0703 | 0.0887!| 0.098
2.5{0.0505 | 0.0828 | 0.1012 | 0.11
3.0 | 0.0586 | 0.0923 o_@'ﬂ o.uég~
4.0 [0.0723 | 0.1054 | 0.1186.] 0.1224'}0:
o |0.1250|0.1250 | 0.1250 | 0:1250 | 031

o — J.-:"'

———

Las fuerzas cortantes para los extremq@ff-a-g ¥y .=a--7b /2 sor I:__:_:}
q Y mi a 4dga — G()Shﬂ
(Qx) g 21t3qa szm cosh—1=q— _ qz § : 'TL
=0 9 Z 8 . 2- % m’” cosha.,
= m=133...
_ 3 § 3 mnx _ 4qa E :tanham sen X
(Qy)y}w2 =2n°qa m’ B senha , sen yi 3 — .
= m=1.3.5,..

Estas fuerzas cortantes tienen su valor numéricamente maximo a la mitad de la frontera,
donde
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qa _4qa 2 : 1
0 ==L o P
(~-"').r:0._l‘=0 2 T m- COSham !

m=1,3.5,. (m)
4 o (_ 1)[111' /2
(O ) _4%qa E ~—~ —tanho., =Y, qa
=Y )x=al2,y=-b12 1[2 nr
m=13.5,_

Los valores numéricos de y y y; son dados en la Tabla 3.

Tabla 3

. Valores numéricos de . B, 7. . n para una placa rectangular simplemente
apoyada y uniformemente cargada. (Timoshenko,1959)

b/a

1.0 o.dW 0.065
1.1 [0.00485 0.070
1.2 o.oosjsa; 0.074
13 |0.00638 0.079
1.4 0.007(9"? 0.083

|
15 0.0077E 0.085
1.6 |0.0083 0.086
1.7 o.oossiﬂ 0.088
1.8 |0.00931 0.090
19 [0.0097, 0.091
W

20 {0.010T3), 0.092
3.0 |[0.01223/ 0.093
40 (001282 |1 0.094
50 |0.01297 [i 0.095
= |0.01302 0.095

O\~ /&

_,r" ...'-\ ' =
Las fuerzas de reaccion a lo largoﬁﬁeﬂédo x =0 son dadas por la expresion

B Ll ;
. =(0 B aM,y] _ga _4qa Z iy +2(1—v)qa Z ]
R " 2 m’ coshat, n’ m’ cosh’ o |

x=0

m=13.5,. m=1,3,5,..
mmy  mmy mmy
(am senha | coshT = Tcosham senh —a—-)

El maximo valor numérico de esta presion esta a la mitad del lado (y = 0), en cuyo punto
encontramos

w

1 4 5: 1 2(1-v) 2: a, senh
V. =gal — — — a4, senna, =8q
(')":"- I P m’ coshm+ T’ m*cosh’a | 2 @

m=1,3,5,.. m=135,..
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0,15
1
10 o
p
0,1 +
0,05 - 018 3
0 l'.r' -\. 1,'_!_ I'T'_T_ﬁ_,r f_‘.—.— = i _,-":-1
1 15 ||r;’,‘:~:x 5 S et 38 'f‘f-lf:;ﬂ 4
‘.L_,-j" rel=eeidn —bfao-—— R |
& &
||I |I|I
l"- I.'IllI
f

a , el cual puede
a expresion (n). Los
'tatﬂ de los lados

de Izi'{;elac
a. de la ¢

denw.?a'

donde & es un factor numéfico
obtenerse facilmente recapituland
valores numéricos de & y &,

afes ‘.cc—rri:f

paralelos a el eje x, son dadgbb en 12

los lados de una placa cuad da sem

por el momento torsionante

las fuerzas reactivas concennipdas i

esta dada por la expresnon | ":.H

(q)' a lo largo de

3 presion producida

a/presidn s¢ equilibra por

tud'ﬁ]‘\e"lesta fuerza

Fnstituto e Ingenieria
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w =
=2D(1-v)\ ' —— — 7
3}‘ :E'— =b/2 ffl':;,/
4(1 V)qa H‘u .-"r L S
Z W[ 1+0’. tanha )senha -, cosha ]-—nqa

m=13,5,.

R=2(M

xy).rga,}mbfz

(o)

Las fuerzas se dirigen hacia abajo y previenen que las esquinas de la placa se levanten
durante la flexion. Los valores de los coeficientes » son dados en la Tabla 3.

Los valores de los factores a, B, B;, § como funciones de la relacion b / a estan
representados por las curvas en la Fig.18.

Aun con la presencia de las fuerzas R, las cuales actuan hacia abajo, se debe proporcionar
un anclaje a las esquinas de la placa, si ésta no esta solidamente unida con sus apoyos.
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9. Placas rectangulares simplemente apoyadas sujetas a diferentes condiciones de
carga.

e Presion hidrostatica.

Suponga que una placa rectangular simplemente apoyada se carga como se muestra en la

Fig.19.
"l qu
_774'};"‘!;19 + h:

__'F‘ VZ} X
ﬂ -
- -
T
&
o
-l
5L
T
g
o
g™ ==
m La deflexion p rh esta aga la-vamos-a-encontrar procediendo como en el caso de una placa

m‘ con carga unifo |men e distribuid omanios la deflexion de la placa en la forma

| .  — . -
I

- { @
n n en la cual '--l".l

5 t;}l 9 | mmx .
a A =360 "a e
-
- Ul b, - ‘;'?" ; .
ot representa la deﬂexmn de una fra"l‘lja de-la placa sujeta-a.una carga triangular paralela a el eje

t ! P ]
o :‘ x. La expresion satlsfacéufg_eq:ﬂigkc\m dxf;:enma] qﬁi{m_ énea
-.H H. g —
Ep dw , Bw v _q_4q, o
H .: 6x4 ax'.’a'vZ ay-l _D_ aD ¢
- -
m % y las condiciones de frontera

62
w=0 ax‘:zo para x = 0 yx=a

Igual que en el apartado 8, la deflexion w, se toma en la forma de la serie de Fourier -
Euler

w

w, = ZY”' sen% (d)

m=1
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donde la deflexion w, tienen la misma forma de la seccion anterior, debido también a la

simetria con respecto 4 ¢l ¢j¢ x. Sustituyendo las expresiones (b) y (d) en la Eca
obtenemos ’

W=

4 e m +1
q a 2 _1 1] ’
——c}) {——( 5) —+ 4, cosh Y +B, Y senh ™2 | sen 2 (e)
nm a a a a

m=1

d.onde las constantes A4, y B. se determinan de las condiciones para una frontera
simplemente apoyada

llamando

1 1
P '\._:r j Iu
exion alo largo del

o

et
de estas condiciones eanos
|I'|
\! - '
g = (2 +a,, tanho “(HY
i 8 ®
'| -
Haciendo y =0, tenemos quL la 1€
I —10 |
||, i, “'|
N ¢ F. .ff’
(w)yfﬂ5= \J;, [ oy
Qi

Para el caso particular de 'u%;{’ pla

ejex es %

4
o

(w),_, = (0.002055 sen E\@@&’H? sen;z-..,E+0, @f AP ) (2)
= a =N e s T a

™)

La deflexion al centro de la placa es

4
) P 0.00203%- (h)

Observe que el valor de la carga, para este caso, es la mitad que el de una placa cuadrada
uniformemente cargada. El punto para la deflexion maxima se encuentra igualando a cero la
derivada con respecto a x de la Ec.g, y ésta se localiza en el punto x=0557a y vale

0.00206¢,a* /D .
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La deflexién en varios puntos a lo largo del eje x enla Fig.19 estan dados en la Tabla 4. En

ésta se ve que, cuando la relacion b /a — =, la deflexion se aproxima a los valores

calculados para una franja dada en la Ec.b.

Los momentos flexionantes M, y M, se calculan con ayuda de las Ecs.1.5.3, los cuales

estan dados por las series

2

gola*x-x?

) 44\

© 1

el primer término de ga‘ﬁcuacwn repres‘;mta el mo
una carga tna.ngulal; : i

T m cosha

m=1

(2.92)

Tabla 4. Valms numesﬂt‘bs_"q “para Ia_'&gﬁ%ﬁ'
apoyada ba]u pws;.dn hidrostatica g =gqsx"

m‘g{lt\-q“

mmx
r2 +(1-v)a.,, tanho.,, ]senT

flexionante de una franja sujeta a

T\lar simplemente

Iﬂaca rect,gﬁ;gv,
(Timoshenko 19591r

=
I"::'ll I."::'I
1l -,'I
Wb X= 0.25a x,--"= i = | =[l0.6a | x =0.75a
1! 000131 0.0020 0.00201 0.00162
I 1.1=d 5 0lootsg | 1. 0.0079 0.00242 0.00192
JEE! 'r:——ono;gs.éu L *Faooz 0.00279 0.00221
| | | 060212 .1 0.0031 0.00315 0.00248
W 1 -9%‘#” 00353 f;oqb348 0.00273
) tIHIL | _
L 155" mm7 =1 .40.00 A 0.06379 0.00296
= 16\ 00277 “ /1 0.00407 0.00317
d.7 A ‘ 0:00432 0.00335
18 465 | 0.00455 0.00353
1.9% == 0 003‘28‘ o.ogﬁ?.fa}.---' 0.00475 0.00368
W N
2.0 000342 T 0.00506 0.00494 0.00382
3.0 0.00416 0.00612 0.00592 0.00456
4.0 0.00437 0.00641 0.00622 0.00477
5.0 0.00441 0.00648 0.00629 0.00483
x 0.00443 0.00651 0.00632 0.00484

La serie obtenida converge rapidamente, y se obtiene una muy buena aproximacion de M,
tomando solo algunos de los primeros términos. De esta manera el momento flexionante en
un punto del eje x se puede representar por la ecuacion

(M,)y=0= Bqud (i)
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donde S es un factor numérico que depende de la abscisa x del punto. En forma similar
obtenemos

(My)y-0= Prqud (i)

Los valores numéricos de los factores B y S de las ecuaciones anteriores son dados en la
Tabla 5. En esta Tabla se puede ver que para valores de & > 4a los momentos son muy
parecidos a los valores de los momentos en una franja bajo carga triangular.

Tabla 5.Valores numéricos de f y S para los momentos flexionantes de una placa
rectangular  simplemente apoyada sujeta a presion hidrostitica g=g, x/a
(Timoshenko,1959)

o VoL e N
M, = ﬂaz 0 ﬂgﬂkﬁ- {._-"_‘ :1'. M, = B.H;Iz - ) =0

bal|lx =|x =|x Wx S | ey 2= =] =

0.25a |0.5a /14 {875a
1.0 [0.0132 [0.0239 ! . [10.0207
1.1 [0.0156 [0.0276 }0:0 00211
1.2 {0.0179 (0.0313 | 0/0213
1.3 |0.0200 | 0.0346 0.0213
1.4 |0.0221 |0.0376 0.0212

|
1.5 |0.0239 |0.0406 10.0210
1.6 |0.0256 |0.0431 0.0207
1.7 |0.0272 |0.0454 0.0205
1.8 {0.0286 |0.0474 0.0202
1.9 |0.0298 |0.0492 10.0199
7 K

2.0 {0.0309 {0.0508 I} 1 '5:;@-.' 197
3.0 [0.0369 |0.0594 .10.0176
4.0 |0.0385 |0.0617 0.0168
5.0 {0.0389 [0.0623 0.0166
% |0.0391 |0.0625 0.0165

.L‘ P

Utilizando las Ecs.1.5.5 tenemos que las expresiones generales para las fuerzas cortantes
0.y O, son

= (-1)""" cosh i

1 med
A :qo(a 3x’) _2qgaz : " oo s (2.9.3)
- 6a s m” coshat a
m=1
i mmy

= (~1)" " senh—
@, = 2"““2 . a_gen™™ (2.9.4)
B T’ m® cosha,, a

m=1
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La magnitud de las reacciones verticales V. y ¥, alo largo de la frontera se obtienen
equilibrando las fuerzas cortantes con las derivadas de los momentos flexionantes. A lo largo
de las fronteras x = 0 y x = a estas reacciones se pueden representar en la forma

oM.,
Vv, :[Qx— J = +8¢,a (2.9.5)

-

x=0, x=a

y a lo largo de las fronteras y = £ b/2 enla forma

_=F3,q,b (2.9.6)

f

I_rideri .‘El”e-_l,g relacion b /a y de las

el e - "
Varios valor '"1de estos factores estan
¥

~T
N ¥

en las cualesl,.é’f y o
coordenad ",Eﬁx,‘ipsrpuhtoé‘-t

dados enla ] a.bph"/ayé

Tabla 6. Valores n
rectangular  simpl

— ? .-:|‘.':.‘I

ara las/reacciones de una placa
hidrostatica g =g, x/a.

(Timoshenko, 1\;\59) ."|'I
1] % -G [
|_Reacclones — ‘dgoa | |~ | |wRéacciones 8 qob
b/ a xl| = ok — ='||rl + b/2
y = 0 y=0. =D.50a\| x= 0.60a {x=0.75a
1.0 | 0.126 {,0.098*10. 0 /]0234 [0239
1.1 | 0.136-]0.1 (199 ||.0.221 | 0.224

‘189 30208 | 0.209
0178 .1 0.196 | 0.196
0.169 |0.185 |0.184

1.2 | 0.144:1/0.11 )

13 | 0.150}.0.121

1.4 | 0.155 | 0:126
\"\1

1.5 | 0.159 | 0.13244
16 | 0.162 | 0.136
1.7 | 0.164 | 0.140
1.8 | 0.166 | 0.143
1.9 | 0.167 | 0.146

g
_pp.160 | 0175 | 0.174

10151 | 0.166 |0.164
0.144 | 0.157 |[0.155
0.136 | 0.149 | 0.147
0.130 | 0.142 | 0.140

20| 0.168 | 0.149 | 0.335 | 0316 0.071 | 0.124 0.135 0.134
3.0 1 0.169 | 0.163 | 0336 | 0.331 0.048 | 0.083 0.091 0.089
40 | 0.168 | 0.167 | 0.334 | 0.334 0.036 | 0.063 0.068 0.067

50 [ 0.167 | 0.167 | 0334 | 0.335 0.029 | 0.050 0.055 0.054
xo | 0.167 | 0.167 | 0.333 | 0.333
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La magnitud de las fuerzas concentradas que deben de aplicarse para prevenir que las
¢squinas de la placa se levanten durante Ia flexion se puede encontrar de los valores de los
momentos flexionantes M., en las esquinas. Como la carga no es simétrica, las reacciones
Ryen x=01y y=+b'2 son diferentes de las reacciones R, en x = a y y=2b/2.

Estas pueden escribirse en la forma siguiente :

Ri=mgqgoab Ry=mgqoab (2.9.7)

Pt A
Tabla 7. Valores numérf?%ﬁ:'nh.-f ", para las reaccion
placa rectangular simplerient¢ _apoyada bajo
(Timoshenko,1959) "5:'..| |

|\
b/a| 10| tn [ 12]15 ||
n, |0026 [0.026 [0.0260.036 [ 0lods LoloaaTab3ata 022 |
n, |0.039 [0.038 [0.037 | 0.036 | 00331 0D3210.032 5030 | 0.02

1 ia

0.018/|0.014 | 0.011

I B A

——

I | —~ -
Como la carga uniforme go!se o? al superpone

laré q=qox/a

y qo(a - x)/a, se puede con‘q‘iluir e aréfw,pg__,qprr Ntes de//b /a la suma
m + ny, de los factores de/la éﬂ@ mugm'jjggd - poi b/, be H{Jﬁer igual al
correspondiente valor de 7% la ult ade '1? la 3, g
'\1.\\.-. “"-.H‘ AL / f
N ; "‘h,___H_ o ,5'3
I"-,. il ..r"----E,- Y .-‘"I
o Carga en forma de prisma triangnfar.| . —~ ,;;?f:;__ _e_‘,_,}'

Suponga que la intensidad de la carga se representa mediante un triangulo isosceles como se
muestra en la Fig.20a. La deformada de la superficie puede nuevamente representarse en la
forma

w=wtw (a)

en la cual w, representa la deflexion de una franja simplemente apoyada paralela al eje de
las x y con el mismo tipo de carga que la de la placa; w, se representa con la misma serie
que en los casos anteriores.
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(b)

sen % (2.9.8)

Esta expresion satist:a la Ee3-5-10-
extremos x =0y x ﬁ.@% pugden encontrarse de las condiciones
a lo largo de los bordes y = #5b *2 las dualés son iguales que las de la seccion anterior y

de la cual tenemos

ek 4(2 +a, Ianham)(— 1){,._1)«:

Fnstituto e HInogenieria
diIniversiDan Peracruusarnda

" 7’m® cosha,, ©
c
N 4 (_ l)(mfl] 2
" n°m° cosha,,
donde, igual que antes
_ mmb
Y 2a
" Ver Timoshenko, “Theory of plates and shells”, pag.131. 1959.
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ljabla 8. Valores numér.icos 5 y 61 para las reacciones en una placa rectangular
simplemente apoyada bajo presion hidrostatica g = gut / a. (Timoshenko, 1950)
v =03, b<a

Reacciones & goa Reacciones &, qo b

a b x = 0 X=a y=xb/2
y=0|y=b4|y=0|y=>b/4[x=0.25a|x=0.50a|x = 0.60a |x=0.75a
.................. 0.125 | 0.250 | 0.300 0.375
50 |[0.008 [ 0.006 | 0.092 0.125 | 0.250 | 0.301 0.379

40 [0.013 | 0.010 | 0.112 0.125 | 0.251 0.377
3.0 |0.023 |0.018 |0.143 0.125 | 0252 0.368
20 |0.050 | 0.038 | 0.197- 0712714/}40.251 [0 0.337
1.9 |0.055 | 0.041 [.6.205%=0 0.331

1.8 | 0.060 | 0.0455f 0.213-170

1.7 | 0.066 | 0.05 L}b _ —7_1 0;27?:8..,;“;{( )318
1.6 | 0.073 o.os-ﬁzzj 6-49 ; 1924 =1 \¥
04| 0.2

1.5 | 0.080 | 0.060), 0.302
! [ | D i

1.4 | 0.088 | 0.067 |} 0.25( 0. 239 3 10292

13 | 0.097 | 0.074 {10.260.40223" +8 . 266 || 0.281

12 | 0.106 | 0.081 ||0.271 +0.233~ [-0422| | 0227~ Il 0.269

11 | 0116 | 0000 [l02827[ 0244 0120/ | oz 0247 || 0255

1.0 |0.126 | 0.098 |10.264"10.; ' ) I 0.239

esquinas de una placa rectangular si

: —

x /a. (Timoshenko, 1959) ™.
‘M__\\ .

a’bl 5 4 [3 ]2 [19]18] o ms—t14[13f12]1.1]10
ny0.002 [ 0.004 [0.006 [0.013 | 0.014", @g‘ 17 [ 0.018 | 0.020 | 0,821 [6:023 | 0.024 [ 0.025 | 0.026
nz [0.017]0.020]0.025 [ 0.033 | 0.034 |0:635 | 0.036 [ 0.037 [0.037 {1.038'{:6:639 | 0.039 | 0.039 | 0.039

ones K R; enlas
hidrostdtica g = qo

-~
=

=

Para obtener la deflexion de la placa a lo largo del eje x hagamos y = 0 enla Ec.2.9.8.

Entonces
1 x (m - l)r’2
_q,a 8(-1) mmx
w),_,= o Z {——nﬁmﬁ + A, |sen o

m = L3.5...

La deflexion maxima esta en el centro de la placa, y se calcula con la serie

4 -l
q,a 8 i_m—1)42j|
) =— +A4 (-1
Mmax D ﬁ{]‘tsmﬁ M( )

48
POrovecto e Digitalisaciaon be TWesis
Wesponsable FFL. . Albeerio JPebro L orandi FFlebdina
Colaborabores: CCstanislao Ferman dHarcia
AL B, Furigus Bobriague: HFlaoana



Fnstituto e FIngenieria
dIiniversipan Peracrusana

Tesis be Hlaestria

La cual se puede representar en la forma

4
Woor = d

en la cual el factor a depende de la magnitud de la relacion b ‘a. Algunos valores de este
factor son dados en la Tabla 10.

Tabla 10. Valores numéricos @, f3, 3, §, n para una placa rectangular simplemente apoyada
sujeta a una carga en forma de un prisma triangular. (Timoshenko, 1959)

Wmax = =
b'a czq@l!if nqgoab
[ n
1.0 o.oﬁ_ 0.038
1.1 10.00314 | 0.038
1.2 |0.00: 0.037
1.3 [0.00411 0.036
14 0.004§'§ 0.035
i1
|
1.5 10.0049 0.034
1.6 0.0053:}I 0.033
1.7 10.00567 0.031
1.8 0-0059,-'. 0.030
1.9 0.0062‘5':'h 0.029
1
2.0 10.00 ﬂ_g,llu 0.028
3.0 |0.00783 0.019
w [0.00833

- . ..\" o -
Evidentemente los valores maximos para &stos momentos se obtienen en el centro de la
placa y pueden representarse como:

(M" )maszq°a2 (My ),,,“:‘Bl‘]oaz (e)

Las valores de‘ los factores B y p estan dados en la Tabla 10. Esta tabla también da los
valores numéricos 7, 7;, 8, &,, y n para calcular las fuerzas cortantes (Q: ) max =7 qoa,

(@) me=7:190b alamitaddeloslados x =0 y y=—-5/2 delaplaca, y el valor de
las reacciones
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M, |
. J =0q,a

max

E‘Mx ¥
: ox

max

(H)

Zslqob

en los mismos puntos, y ademas las reacciones concentradas R = nqoab en las esquinas de la
placa, las cuales actuan hacia abajo y previenen que las esquinas de la placa se levanten.
Todos estos valores son dados para b > a. Cuando b < a, se puede obtener una
convergencia mas rapida tomando la porcién w; de la deflexién de la placa en la forma de

la deflexion de una franja paralela a la grem1on V. Sq omite la derivacion de estos valores y

‘p-r

solo se dan los resultados numerqu§ ewzgta _Zab}a 11,

apoyada Sujeta a una carg

forma de

I - '{i\
' ¥

\:i?f
Wmax = (Mx)mam.‘ (M)
a’/b|agb’lD ﬁqob‘”.H B
a B ,
o 10.01302 | 0.0375 1| 0.1
3.0 |10.00868 | 0.0387 |l 0.0
2.0 |0.00686 | 0.0392 | 0.
1.9 |0.00656 | 0.0392 | o.i :
1.8 |0.00624 | 0.0391 “} 0. 33 0.026
1.7 |0.00588 0.0390._,__3"0.0 , /3-3141.. 0.028
1.6 |0.00549 | 0.0388._{/0.058%" 0.33&;1; 0.029
< N -
1.5 [0.00508 | 0.0386 | 0:0548 N u‘g,.-s“"zz 0.031
1.4 10.00464 | 0.0382 00508 0. 10 0311 0.033
1.3 |0.00418 | 0.0376 004641\, &.158 170360 | 0468, 0.298 0.035
12 10.00367 | 0.0368 | 0.04180 17 /0347 70126 Y 0284 | 0.036
1.1 |0.00316 | 0.0356 | 0.0369 | 0.185 "-‘03 0.133 0.268 | 0.037
1.0 {0.00263 | 0.0340 | 0.0317 | 0.199 | 0.315 0.147 | 0250 | 0.038

Superponiendo la carga mostrada en la Fig.20a con la carga uniforme de intensidad ¢o , se

obtiene la carga mostrada en la Fig.21, lo cual es valido ya que estamos trabajando con
deformaciones pequefias que estan dentro del rango elastico. La informacion relativa a las
deflexiones y esfuerzos en este caso se pueden obtener mediante la combinacion de los datos

de la Tabla 3 conlosdela Tabla 10u 11.

R esponsable FE1. 3.
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Consideremgs
sobre el rect:

Para este caso la deﬂexné@s@p\\b‘% ex?fesqr Wne

) mmy
4qa Z (- 1){'" L e cosh
"2a cosha
m=13.5,. m
[cosh(am -2Y., )+Y,.. senh(am -2y )+ o s £ (2.9.9)
"7 " 2cosha,, o

°°5h(°‘m -2y ,,.) mny mny mnx
+ senh sen
2cosha,, a a a

donde

" Ver Timoshenko, “Theory of plates and shells”, pag 133, 1959
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Con esta ecuacion podemos calcular la deflexion en cualquier punto de la porcion cargada
de la placa.

La deflexion maxima de la placa se localizara en el centro y se obtiene sustituyendo y = 0,
x=a’'2enlaEc2909, lacual da

4 4
W, = qa‘
max Dn..

m=1,3.5,.. —

senh2y,_ | L_::', 4

" 2cosha,, |/

"'5‘\

!

Este caso representa una distribuc;
Y» s pequefio en la Ec2918
obtendremos, usando la notagion

Il

es T uy pequefio.
x.I'Eonsidere que

Como un ejemplo particula?\;ons
primer orden, asi

qoa N
wooo=t (2.9.11)
Y )
lagtll = 1

Para una placa cuadrada esta ect
En el caso general la deflexion maxima se puede representar en la forma

w —aq°a3 ara a { b

max D P
9, b’
= ara a ) b
o=y P >
Algunos valores de los coeficientes o estan dados en la Tabla 12.
52

Frvovecio e DMigitalizacion be Tewis

B esponsable FF1. 3. JAlbeerto JPedro T oranon Flebina
Colaborabores: Estanislao JFerman dHarvcia

AL B, Furigue Wobrigues: Flaomana



WUesis e Hlaestria

Tabla 12. Valores numéricos de o para la deflexion de una placa rectangular .simplgrrnente
apoyada y uniformemente cargada a lo largo del eje de simetria paralelo a la dimension a.

(Timoshenko,1959)

K
Woax = @ Goa@ /D

b/a 2 1.5 1.4 1.3 L2 1.1 1.0

a 0.00987 | 0.00911 0.00882 0.00844 0.00799 0.00742 0.00674
a/b 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 20 =

a 0.00802 | 0.00926 0.01042 0.01151 0.01251 0.01629 0.02083

nstituto e HInogenieria
didninversiDan Peracruasanda

Regresando a | caso general en el que d no es esencialmente pequefio y ¢ puede tener
cualquier valor, las expresiones para. 1?§ ‘momentos ﬂ(_a?(ionantes M. y M, se pueden
encontrar usando la ‘;2%_’9' s ualqresl’ﬁa@mqms?s momentos se encuentran en el

i) i : I,
centro de la placa y se{pue sentar por las férmulas /AN
- W= N, _‘:-" J_\_{_‘h = .

<
=

(O = Bl 87 7 7 =il = B

W b . — . R L]
donde P = é}fc_j?/:s ] ﬁ ﬁumngi ﬂ s r}urﬁ?;'ﬁcos B para una placa
cuadrada y %Iarios nafios del rectangulo cargado dadc?? en la Tabl.a' '13. Los
coeficientes [} se pue obtener también de esta-tal ercanibiando la posicion de las
letras ¢ y d. 1! ol ol if
Los Factores numéri b=|‘~i'1.4a y b=2a estan dados
en las Tablas 14y 1 |i

a placa cuadrada simplemente

apoyada y parcialmen I
da AT A
.'.EEZ:"'I x__!..'
c/a= | 0 1-01 7 [o7  Jo8 Jo9 [10
d/a ' = PP
0.0 = |0321 ] o0. 2091018 0.141] 0.125 [ 0.112 | 0.102 | 0.092
0.1 [0.378] 0.284 [ 0:232-1.0.197 | 0.170 | 0.156-1-0:134 | 0.120 | 0.108 | 0.098 | 0.088
0.2 0.308 | 0.254 [“0:214 [ 0,184 [0.161 | @142 '|-6:127 | 0.114 | 0.103 | 0.093 [ 0.084
03 |0262] 0225 [0.195 [ 0.168] 0.151 ] 0.134 [ 0.120 | 0.108 | 0.098 | 0.088 | 0.080
04 ]0.232] 0203 [0.179 [ 0.158 | 0.141 [ 0.126 | 0.113 | 0.102 | 0.092 | 0.084 | 0.076
0.5 [0208] 0.185 | 0.164 | 0.146 [ 0.131 [ 0.116 | 0.106 | 0.096 | 0.087 | 0.079 | 0.071
0.6 | 0.188] 0.168 [ 0.150 | 0.135 | 0.121 | 0.109 | 0.099 | 0.090 [ 0.081 [ 0.074| 0.067
0.7 [0.170] 0.153 | 0.137 [ 0.124 [ 0.112 [ 0.101 | 0.091 | 0.083 | 0.076 | 0.069 | 0.062
08 | 0.155]0.140 | 0.126 [ 0.114 [ 0.103 | 0.094 | 0.085 | 0.077 | 0.070 | 0.063 | 0.057
09 |0.141]0.127 | 0.115 [ 0.104 | 0.094 | 0.086 | 0.078 | 0.070 | 0.064 | 0.058 | 0.053
10 ] 0.127] 0.115 [ 0.105 | 0.095 | 0.086 | 0.078 [ 0.071 | 0.064 | 0.058 | 0.053] 0.048
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Tabla 14. Valores numéricos de B y Bi para (M. )ma Y (M, )mx en una placa
rectangular parcialmente cargada con b = /.4a. (Timoshenko, 1959)

v=03
ca| 00 [ 02 | 04 JToe J o8 [ 10 00 [ 02 [ 04 JTos] 08 [ 10
d/a_| Coeficientes B en la expresion (M, )m“_QP Coeficientes B en la expresién (M, Jna=P; P

00| = 0276 [0.208 [0.163 [0.134 [0.110 = 0299 (0230 (0.183 [0.151 |0.125
0210332 0239 |0.186 ]0.152 [0.125 |0.103 [0.246 [0208 [0.175 [0.147 [0.124 [0.102
04 [0.261 0207 [0.168 [0.138 [0.115 [0.095 |0.177 ]0.157 [0.138 [0.119 |0.101 [0.083
0.6 {0219 10.181 |0.151 [0.126 {0.105 [0.08 ]0.138 l0.125 [0.111 0.097 10.083 [0.069
08 |0.187 0.158 10.134 [0.112 [0.094 [0.078 [0.112 ]0.102 |0.091 0.080 [0.069 |0.058
1.0 10.162 |0.139 [0.118 ]0.100 |0.084 [0.070 [0.093 [0.085 |0.077 [0.068 [0.058 |0.049
12 10.141 10.122 [0.104 [0.089 |0.075 ]0.062 [0.079 [0072 0065 [0.058 [0.050 [0.042
14 [0.123 [0.106 |0.091 ]0.077 [0.065 |0054 |O. 068 0.062 |0 056 0.050 |0.043 ] 0.036

~f _ ) A
e r W
N ¥ AP
.,

Tabla 15. Valores numéricos dé . 487 ( mﬁﬁlﬁ

a i)!aca rectangular

parcialmente cargada conr% 2a (Timost mjf? >
[y 7 '»—03 A rvevei ¥ TN *"j
cal 00] 02] o04]Vpsdl0g o 00 | 02— 04— 1 Ifh;g« [ 10 ]
d’/a | Coeficientes B en la expl"és?ibn (M, -qp i i (M = B P i
00| = [0289]0.220[0.175]0.144 J : 0.148 [0.122
0.2 [0.347]0.252[0.199]0.163 [ 0.135 111]0242 [0203  Jo0.170 _—~[.143[ | [0.120 [0.099
0.4 [0.275]0.221[0.181]0.150,{ 0.135 103 |97z [0.152  [o.133 ’ 0.97 |0.081
0.6 [0233]0.195 [0.164 [ 0.138][ 0.115] Jolb9s m;&i__‘zo,m_o 107106 - 31 (0979 [0.066
0.8 [0.203 [ 0.174 [ 0.148 [ 0.126 ] 0.106" ] 0-088 %—0.0‘)‘? 0.087 o 0.065 [0.054
1.0 [0.179 0155 [ 0.134 [ 0.115/] 0.047— 8‘0“@1) 0:p81 o,osa;f 01055 0.046
iy --ﬂ'..." L _r |
1.2 [0.161 [0.141 [ 0.122 [ 0.105 ] 0.08 74 oo?; 0,068, |006L  |D0.0%4! | (046 [0.039
1.4 10.144 [0.127 | 0.111 [ 0.096/] 0.081 68 [ 0664 /10.058 oﬁfz'x.' 046 | 10040 [0.033
1.6 10.130 [0.115 | 0.101 [ 0.087:},0.0% ' 040 | 0035 [0.029
1.8 [0.118 [0.104 [ 0.091 [ 0.079 | 0.067, J 10,031 [0.026
2.0 [0.107]0.094 [ 0.083 0072 0.061°% 010 a}@_z;g“_ 0.023
4 .
"\. __-—""-
K‘x f_.-""'
o Carga concentrada. . T
Usando el método de Navier se ence expres:én en fo a serie doble para la

deflexion de una placa que soportaba hﬂa“’caré‘&,slm,ﬁ’ le P alguh sunto dado x = E,y=
n , ver Fig.23.

a ‘ = X
n
5o y !
A - | b
- X ; |
: o 4 N
b
Fig.23
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La serie que nos proporciona el valor de la deflexion es:

Pal & B y'l Bm yl Bm n Bm ‘n)
_ e BB - coth
w= =D (1+B,,, cothB 5 coth 5 5 5
= ) (2.9.12)
mm mm
senh Bn M senh B ¥ senh sen
b b a
m” senhf3

en la cual

I
/l
Sy
LT
) .~
Considerem ora €l gas ada ‘@@ﬁ algun punto A4 sobre el
eje de simetria-de la pla izando 17=5/2 y la notacion
3 ;
“'-;1'\ )
. / ‘ (a
| ON" (2
La expresion general para la deflexion de laplaca (Ec.2.9.12) sera
w= Pcfz 2 (l+a tanho. )senha—"’(bMZy) - a—"’(b - 2y)cosh9—'"—(b-2y)
20°D L . . b b b
sen il sen "
a a
m® cosha
(2.9.13)
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la cual es valida para y 2 0, es decir, por debajo del eje x en la Fig.24. Si hacemos y=0
obtendremos la deflexion de la placa a lo largo del eje x

Pa’
27D -

m=1

o

cosh? a

sen 2 g WRX
] a a (b)

m3

(), =

[Ianha =

Esta serie converge rapidamente, y con solo algunos términos obtendremos el valor de la
deflexion con suficiente exactitud. Eg el caso de.una carga. P aphcada en el centro de la
placa, la deflexion maxima, que e e[ éeﬁfl:o* s€ g

/2 enlaférmula (b). De esta o 3 ﬁﬁ?- el mgﬂt

f'f ; S T RO LIS - H
' 2.":,- s, 1. . P
ues B T ha“~j; TG asie

| cos Pl =
21N IVE s'mn ]

.":'
1 —

Los valores del factor o plarav F alores de la relaclon b.~ale H

tabla. I'|III F T —_— )/ |

|
'|
| o A s ﬁ
Tabla 16. Valores numéricos de :

: ‘- pl elc lar con una
carga concentrada en el ceritro. l\ henko1959) 1|/ & -/ * a?(gu
# hy _I I ‘ | &

ados -en la siguiente

W o,
'_I.I Ilt"-f - "t 1 o e
ba 1.0 1.1 (L7h2 \ 8 F i '__H_EQF 0y 3@.,“ =
a |0.01160 [0.0126570.01353 [00148% 0.01570 6207, [ TI651 |0.01696 | 0.01695

NN qz 7
Los momentos flexionantes estan d\a@“&k\\ f ~:—.)/

m
sen

a S
p a_ (1-v)e, | mrx
(Mx )y =°ﬂzl_m——|:(1+ v)tanham - m senT

sen

5 gy 20
(M ¥ ) - _a[(] + V)tanho.,, + (—]ﬁ } o

cosh? a a

(2.9.15)

m
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PLACAS RECTANGULARES CON DIFERENTES CONDICIONES DE
FRONTERA

10. Flexion de placas rectangulares mediante momentos distribuidos a lo largo de la
frontera. Para una placa rectangular apoyada sobre sus lados y flexionada por momentos
distribuidos a lo largo de las fronteras y = + b/ 2 (Fig.25),

|".I.
e

;_.‘.;.’JF péna—ﬁg:O y x=a

=

w=0 para y=1 b/2 (c)

O I R T

v =572 y=-b/2

en las cuales fi(x) y f(x) representan los momentos flexionantes a lo largo de las
fronteras y =+ 5 /2. La solucion de la Ec.a la podemos tomar en la forma

o

mnx
w= ZYm sen - (e)

m=1
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en la cual cada término de ella satisface a las condiciones de frontera (b). Las funciones ¥, ]
se tomaran de tal forma que satisfagan la Ec.a, asi que, seran

8 :Amsenhmny+Bm coshmnyﬁ-cm mnysenhmny+Dm Y cosh ™= §9)
a a a a a a

Por cuestiones de simplicidad comenzaremos con los dos casos particulares:

1. El simétrico, enel cual M, ) y-52=(M, ) y= 0.

2. El antisimétrico, en el cual (M, ) y-52=-(M, )y~ -s2.

Podemos obtener el caso ge;z‘ré binando ' 10§+ dos WMCulmes Para ello
dividiremos la distribucion de gﬂ do ‘en’ una’ distribucion- sim 'ca M,” y una
antisimétrica M,” como sigue’ AU s =

|.-

R Iﬂeben de ser
=|=I 0. Con esto

Como podemos ver de la|Ecf] p
funciones pares de y, de t:
obtenemos de la Ec.e la sigu1énte G

|
H |
W= Z (@‘T coi 1) (&)
y 1 |‘||
m=1 '| | l
| | | - .
Para satisfacer las cond:cm%‘es de fro ;,,
J":-....
Bp,g cosh 7
en la cual .
Pty
“?‘;‘N\Jl'b / 2‘3 4 'm—_'d
Por lo tanto B = -b O tanhd;,,‘f
y asi la deflexion para el caso simétrico sera
: mn mm x
w= z C (mny senh =2 a,, tanho.,, cosh yJ sen—— (h)
"\ a a a a

m=1

Las constantes C,, se determinan de las condiciones de frontera dadas en la Ec.d. Los
momentos flexionantes a lo largo de las fronteras y =+ b / 2 se pueden representar mediante
una serie trigonométrica, que para el caso de simetria sera
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f: ¢

A= fal) = D Eusen™ ()

m=1

donde los coeficientes E,, se calculan en la forma usual para cada caso particular.
Por ejemplo, para el caso de una distribucion uniforme de los momentos flexionantes

tenemos

mmx

}: il mn mm mm
[a,, tanha.,, cosh L= senh yj (3.10.1)
2n2D m’ cosha a a a

donde

Para el caso

obtenemos %"."'.‘
2M a’ Z N mmx
H a
La deflexion a lq largg
Il'l
2L g
g

Esta ecuacion nos proporciona el valor de la deflexion en el centro de una franja de ancho
y flexionada por dos pares iguales y de sentidos opuestos aplicados en los fronteras; por otro
lado, cuando b es mucho mas grande que a la deflexion de la placa sobre el eje x es
pequena.

El valor de la deflexion en el centro de la placa y para cualquier relacion de los valores a y
b, se obtiene de la Ec j, que su valor es

M ab m1)2 1 tanha
(W)} 0, x= a,l Z (Hl)l X )

m*- cosha

m=1.33.
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Con la Ec.3.10.1 podemos obtener, mediante diferenciacion, la pendiente de la superficie

flexionada en la fronter, a, asi como el momento. En la Tabla 17 se dan algunos valores de la
deflexion y momentos para las relaciones 5 /a mostradas.

Tabla 17. Valores numéricos para la deflexion y momento flexionante en el centro de una
placa rectangular simplemente apoyada y sujeta a pares uniformemente distribuidos a lo
largo de los bordes y =+ b /2 (Fig.25). (Timoshenko, 1959)

v=03
b/a w M.=aM, Mo=a]Mo
a;

a
0 012593@41) 6360« - 1,000~

0.50 4 “'0381 'j:/}aﬁi}“-.
0.75 ;_0.4244 X787 |
100! QE%,;*' 0256
1.50 i

2.0‘@»«,

L
|I||

S
Para este caso la deformada d la =
en la Ec.f Por lo tanto 'ﬂ.

Para obtener la deformada de la superficie, para el caso general representado por las
condiciones de frontera (d), utilizaremos las Ecs.3.10.1 y 3.10.2, para los casos sim?trmf) y
antisimétrico. Para ello dividiremos la distribucion de momentos dado en una distribucion

simétrica M, y una antisimétrica M, como sigue

(M), =), =515+ 2]
(M), =), =3lA0- £.0)
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Nuevamente, podemos representar a estos momentos mediante las siguientes series
trigonometricas

(k)

<
L
—
%’I'
Il
=
=
w
a
=
3
Q| A
=

la deflexion total se obtiene usando las Ecs.3.10.1 y 3.10.2 y superponiendo las deflexiones
producidas por cada uno de los momentos de la Ec. k . Asi

hrmty) .

se ciistribuyes@’):\%jl A - ._, > 2 e e '.) 0 EumE 03
E, ; y la defle ¥ 4 = |2 : ‘.
W = a- —1' h T }r ‘
4n’D iz
1 : !
e [am cotha, senh mey mnycosh nﬂt}ﬂ
senha | P B —a )

Ec (3.10.4)

Fnstituto e IFHIngenieria
dIininersiDan Peracrusana

Los momentos M, distribuidos solamente sobre una frontera, digamos la y = b 2

=a

producira, en el centro de la placa, la mitad de las deflexiones y momentos flexionantes
dados en la Tabla 17.
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11.- Placas rectangulares con distintos tipos de apoyos.

Condiciones en los apoyos:
Dos lados opuestos simplemente apoyados y los otros dos empotrados.

Supongamos que tenemos el caso mostrado en la Fig.26, en la cual las fronteras x =0 y x
= a de la placa rectangular, estan simplemente apoyadas y las otras dos empotradas. La
deflexion de una placa sujeta a cualquier tipo de carga lateral se puede obtener, resolviendo
primero el caso de una placa con todos los lados simplemente apoyados y, después aplicar
momentos flexionantes a lo largo de las fronteras y = = 5/ 2 de magnitud tal que elimine el
giro producido, a lo largo de las mismos, y que son el resultado de la carga aplicada.
Mediante este procedimiento se pyeden resolyer- mlﬁchosr problemas combinando las
soluciones dadas en el capitulo 2 s?qci n'arp’t‘e;l'iqr; s 2

2 g

A e | e X ,.'“I \"-‘3\.
111 SR )
iy &‘ ._P_,_.-- 2 T . L (0 O --"‘1-.;&%\; Eﬁll
. I|| Tﬁf ATV ' A , Iql
."'.‘blz .
L .
7777177 =
a '.lI/ l ']']:_
” | Y

| - | Bl ferae
| =t
[| -—Ig s

. il
o Placas uniformemente cargadas,
W

-
) DN
H‘-r: | F : ==

S, | Jo7 X =

i .
N -
o Aig_ﬂ-"'-?"ﬂ
A -\.‘_.___ |
'Y
Fig.27

Los momentos a lo largo de los empotramientos se pueden calcular con la siguiente serie:

mmXx
sen

_4gqa’ Z a
(M.\- ).‘,j:b;z - 7{3 m3

m=13.5...

o, - tanha,, (1+a,, tanha., ) GAL1)

o, —tanho,, (o, tanho., —1)
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isma que la de las secciones anteriores.
thll)(iigoa: cfjeliafnslzrie I? 11.1 es de convergencia répi‘da, los momentos maximos se pueder;
calcular facilmente para cada caso particular. Por ejemplo, para una placa rectangular, e
momento méaximo lo podemos encontrar con buena exactitud utilizando solamente los
primeros tres términos de la serie 3.11.1, el cual vale —0.O7Oqa2. E’n. general, este momento
se puede representar como ywga’ , donde ¥ es un factor numerico que depende de la
relacion a / b. Algunos valores de este factor son dados en la Tabla 18.

Tabla 18. Valores numéricos @ . B, , B2 y 7 para una placa rectangular con dos bordos
simplemente apoyados y los otros dos empotrados, (Fig.27). (Timoshenko, 1959)
AT 0.3

LA

a

|
\
| =
[

g

-y
o

S [ gy = 0% a/ 2 y 2b/2
a'b A M= gb~, ?'-%{f.\-:? gqb
B A L ][/ -0.0833
20 00420 | /| -0.0842
G - —oe4bs [/ -0.0822
14 (0,00240 - E;L0122_ iy 99 q':.' -0.0810
1.3 000234 1 -6.0203 ~ 3 || -0.0794
1.2 01_'0022'1—4%'7-2 =0.0215 =" R0375 -0.0771
1.1 0002009 - 0:02307 - [ 55| -0.0739
N ' 14
".I]" w 4‘/ |: il
[~/ W20 x%d) 2, y=b/2
b/a W= aga’ #1\’3: =yqa
a 4

1.0 0.00192 J;“" 0244 —0. ) -0.0679
1.1 0.00251, 1, = 0.0307 0037 -0.0787
1.2 0.00319 1 "0.0376 " .2 0.0400 -0.0868
13 0.00388 0.0446 0.0426 -0.0938
1.4 0.00460 0.0514 0.0448 -0.0998
1.5 0.00531 0.0585 0.0460 -0.1049
1.6 0.00603 0.0650 0.0469 -0.1090
1.7 0.00668 0.0712 0.0475 -0.1122

1.8 0.00732 0.0768 0.0477 -0.1152
1.9 0.00790 0.0821 0.0476 -0.1174
2.0 0.00844 0.0869 0.0474 -0.1191
3.0 0.01168 0.1144 0.0419 -0.1246

0 0.01302 0.1250 0.0375 -0.1250
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Para poder encontrar la superficie deformada por los momentos M,, distribuidos a lo largo
de las fronteras, lo unico que debemos de hacer es utilizar la siguiente serie

mmx
. 2qa‘ sen——a o, — tanho (1+am tanho.,, )[rmr,ysenh mny
' D [d 1 “cosha, o, —tanho., (am tanhao. _1) a a

mmn
o, tanho, cosh 2 ]

Ec.(3.11.2)

0, en la ecuacion anterior. Con

Ahora, para obtener la deflexion en el ¢entro de la*bkéca,ﬁﬂpbem :
93!:5{53 2 (O <=

(M}1 )max - T D'n

yhﬁl: 3.5,
'||||

Esta serie tiene una convergencia
términos para obtener una'buena
cuadrada, con solo algunos térmi

Si a esta deflexion se la resta Ia:
(Tabla 3), obtenemos la deflexion de una-placs
lados simplemente apoyados y los oglros_dgq_ eh'“p

a; por una carga uniforme
ada uniformemente con dos

W= 000192
D

Al igual que el caso anterior, esta deflexion se puede representar por la formula

para la cual se dan algunos valores del parametro a en la Tabla 18.
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Si quisiéramos evaluar los momentos flexionantes en esta placa, debemos utilizar las

siguientes expresiones para €stos

mnx
2qa’ —  sen a @, —tanha, (1+a,, tanha,, )
Mx =— Tt3 Z m.‘v COSh(I,,, o, _ranham ((x,m tanham —1) (3_11'4)

m=1,3.5,...

mm m‘Jt y mny
{(1 v) A ; -[2v+(l— vjo,, tanha., ]cosh . }

(3.11.5)

12 (1- v)a tanho. ]

Estas series son de rapida convergencia, asi que, obtenemos una exactitud suficiente de los
momentos con solo algunos términos de la serie. Superponiendo el valor de estos momentos
a los de una placa simplemente apoyada (Tabla 3), podemos representar los valores finales
de los momentos en el centro de la placa como

Fnstituto De Ingenieria
ddninersibDano Peracrusanda

2 2
M, =Bqa M, =B,qa
en donde los factores numéricos de magnitud f#, y S que dependen de la relacion a / b
son dados en la Tabla 18.
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e Placas sujetas a presion hidrostatica

s ne Hlaestria

Los términos pares de esta se ie 3.
lasque x =a /2, yel valhr de e
uniforme [ver.Ec.3.9.14]. Tambi
valor de los momentos flexion
Varios valores de estos mgm

fronteras #mpotradas en
efie para una carga
ergencia I’por lo cual el
s6la Lalgmnos términos.
flegionantes a lo

largo de la linea media y = b\-‘.:.,lde i
! [l .~

Tabla 19. Valores numérices 41:'$ara 3 %ﬁmgular con
carga hidrostatica, dos bordes simp 8" empotrados, Fig. 28.
(Timoshenko, 1959) "““-\\.M E 4

balx=a/2,y=0 |x=3a/ -¥, :lga:% |x=a/2y fﬁ@& =3a/4,y=b

- Nee [ N\l /2
M, M, M, M, M, M,

0.50 [ 0.007gob? [ 0.021gob" |0.018g0b° | 0.029gob’ -0.042 gob” -0.062 gob’

0.75 | 0.011geb* [ 0.020g5 b* [0.018g0b> [ 0.021406° -0.040 gob’ -0.045 gob’

1.00 | 0.013gea’ | 0.017go 2" |0.017goa” |0.015gea’ -0.035 goa” -0.035 qod’

1.25 [ 0.021gea® | 0.021gea’ |0.024g0a® | 0.019goa -0.045 god’ -0.043 god’

1.50 | 0.030g0a” | 0.023gea” |0.031qea” |0.020g0a’ -0.051 goa” -0.048 qoa’

2.00 [ 0.043gea” | 0.024goa" | 0.042qoa’ | 0.020gea’ -0.060 goa’ -0.053 goa’

| 0.063g0a’ | 0.019gca® |0.055goa” | 0.017gea -0.063 goa® -0.055 qod’

Responsable FE1. 5.
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e Fuerza concentrada actuando sobre la placa.

Nuevamente utilizaremos la superposicion, para asi encontrar la deflexion para este caso en
particular. Tomando el caso de una placa centralmente cargada y suponiendo que 'las
fronteras y = + b /2 estan empotradas, obtenemos la siguiente expresion para la deflexion

bajo la carga:

Fnstituto e Ingenieria

-~ :
E m=1,3.5,... (3117)
KL i:lq __taph’o.,,
" Er“f’-;*’? q:?w. , 'im 'senhor, 6Q &W +a,
l‘f'._. ,-*"'# ,_;é_& |_-.-:__'-| '.,""7_.]’4.‘5"" y -:} . X ’_,-"‘ .\..h.
- o T “Ta/:z? P 2N
- La primera (e“lss sumatorias-corresponde a. deflexion déina y Oﬁ. simplemente apoyada
v [ver Ec.2.9.14);y1a segunda representa la deflexion debida-a; la ¢ 'Ip de los momentos a lo
| largo de las fipnteras empotradas| | = | i
[ Para obtener I‘Qs esfu mz- osbajola—car _ que ;E(ipemoner a los e:sfu.erzos
:"' calculados para una simplemente apoyada qu-‘e Uerzos proy ucidos por los siguientes
- momentos: | ] ey - if
o '|H herre | el I
, m. =—P Beed adlfrha, 1-v)a,, tanho.
m{ ) da. se sh |
I| Il
'«|l ‘ ll'. (a)
W, )
n W II{,'I‘I ;
- A l_l.%i-'." tanha.,,
A ) Y
o Escribiendo a“EngE mo -
i A n | my= B P (b)
: encontraremos algunos valores aetores—f y f. para varias relaciones b/ a enla
- Tabla 20. NV B a4
N A A V4 '--:.—Jf?)
p Tabla 20. Valores numéricos para los momentos flexionantes correctivosen x =a/ 2,y = 0
i debido a restricciones en y = = b / 2, para el caso de una carga central P , (Fig.24).
- (Timoshenko, 1959)
- v=0.3
% b/a | m=pP | m=pP | bla me= P | my= P
B i By B
0.0 -0.0484 -0.0742 1.0 -0.0505 -0.0308
0.5 -0.0504 -0.0708 1.2 -0.0420 -0.0166
0.6 -0.0524 -0.0656 1.4 -0.0319 -0.0075
0.7 -0.0540 -0.0580 1.6 -0.0227 -0.0026
0.8 -0.0544 -0.0489 1.8 -0.0155 -0.0002
09 -0.0532 -0.0396 2.0 -0.0101 +0.0007
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Condiciones en los apoyos:
Tres lados simplemente apoyados y uno empotrado.

Consideremos la placa de la Fig.29, en la cual la frontera y = b/ 2 se encuentra empotrada y
el resto simplemente apoyado. Nuevamente utilizaremos la superposicion de la solucion
para una placa con distintos tipos de carga, y simplemente apoyada, con la de una placa con
momentos flexionantes en un solo bordo Ec.3.10.4.

La deflexion en el centro de la placa es

2 (1))
(wl)x-a7 yv=0 = 2 Z( 1) 2 E"” aﬂl tanham (3118)
=aj2,y= =

41D cosha

m=1,3.5....

Para una placa cuadrada esta serie da

qa’
(%1),_. 2. ,-o =000127 =
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Restando esta deflexion a la deflexion de una placa cuadrada simplemente apoyada (Tabla
3), encontramos que la deflexion en el centro de una placa cuadrada uniformemente cargada

con un lado empotrado es

2
(w). . ., =000279

Algunos valores para el momento y deflexion, asi como para algunas relaciones b a . son
dados en la Tabla 21.

Tabla 21. Deflexiones y momentos flexionantes en una placa rectangular con un bordo
empotrado y los otros tres simplemente apoyados. (Timoshenko, 1959)

1 A Wi AP N
fﬁfrﬂiﬁ? A =08 “{r
TR 27 s A

bta | T—yf 5\ a2e = | Ye=adiy=0 | (M)x=a2. v=0
oo | 00130 qa Do w0i25ga & 0125 gy | 0.037 ga°
207100093 ga’ /D 01122 ga ' 0.047 g’
= g, 0.048 g’
; 0.047 ga’

-0.104 gar 0.045 ga’

-0.098 go” 0.044 ga’

1'v20.092 ga’ | 0.042 ga’

| 0028.g. ¥';i |<0.084.gir | 0.039 ga’
1/,1.1 g b DY <B.092 gb’ 0.043 gb’
1/1.2 5 g bR b0-098-45° | 0.047 gb’
1793 | 8 g 71| | -0103.q% ) 0.050 g&°
1/114 [\ gb’ D] 170108 gb° 0.052 gb°
LLUs | 0/00agbg b7 5| -0 g 0.054 gb’
0.5 [ 0.0049% 55 0.060 gb°
0.0 0.00324.] 0.062 gb’

.

e

e - w3 off
N, e, s
* Placas bajo presion ;h@_gfstaﬁg W f;T«_’B/
== o

Supongamos que la placa se encuentra en las condiciones mostradas en la Fig31.
Los momentos flexionantes a lo largo de la frontera y = & / 2 seran

= 4q,a° X D" mmx
(Mv)y op T z o sen -
m=1

o, —tanha, (1+am tanha, )
20, — tanho. (am tanho,, — 1)— cotha, (am cotha,, — 1)

(3.11.9)

L.os_ valores de estos momentos para varios puntos de la frontera empotrada asi como para
distintos valores de la relacion 4 /a son dados en la Tabla 22.
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A

A\ = %
Tabla 22. Valores de losl entos  dei € p@‘fr:jl 0 y <b / Eiﬁﬂuna placa
rectangular bajo carga m@ca Go xfa -F1g 31 (ngshenke 1959)- N,
b/a x‘-:;a/‘ .-."
o | -0.039 goa f

2.0 | -0.038 goa
1.5 | -0.034 god
1.0 [ -0.025/goa
2/3 | -0.030/g8
0.5 | -0.031/gob
0.0 | -0.03T.gb" |

=
e
Ahora consideremos que la Blh pero con la
diferencia de que esta vez el borddxempotra‘&eh encuentra*en.-x = f g.32].

-
y

a

Fig.32
Deflexiones y momentos flexionantes obtenidas de esta Gltima ecuacion son dados en la
Tabla 23.
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Tabla 23. Deflexiones y momentos flexionantes en una placa rectangular con empotramiento
en x = ay soportando presion hidrostatica (Fig.32). (Timoshenko, 1959)

v=03

b/a (w)x=a/?. y=0 (Mx x=a/2, y=0 (My) x=a/2, y=0 (Mx) x=a, y=0
% 0.0024 goa*/D 0.029 goa” 0.009 god’ -0.067 god’
2.0 0.0023 gea*/D | 0.029 god’ 0.011 goa’ -0.063 qoa’
1.5 0.0019 gea*/D 0.026 goa’ 0.013 god’ -0.061 goa’
1.0 0.0013 gea’D | 0.019 god® 0.016 goa’ -0.048 god’
2/3 0.0030 gob*/D 0.028 gob” 0.034 gob* -0.071 qob”
0.5 0.0045 gob*/D 0.024 gob° 0.046 gob’ -0.084 gob*
0.0 0.0065 ggb D1 0.019 b b -0.125 gob”

R S 4

.___.-""-. 1, |.' '- . = ; I.f “-w-._.\

Condiciones;%gﬁlos.gp;%;_ o, D00 08T T~ R |
Todos los I&.klg:i,?/rﬁpotmdos._" U e mrn i _f‘x,\.’@,

o
s | . 1. .t oyl i
Utilizaremos &l pringi . f i| tendrémos que superponer a la
deflexion de una plj;: i plerﬂlte apoyada la deflexion de una placa empotrada en todos
sus lados con lé%'.con iewon de ﬂﬁ@] giro en todos los lades empotrados sea igual a cero, ver
Fig 33 ||'| by ol 3 Tl ' il
| i T |« BT X
i 52_ ; .-"'"1.':,%\«  — I |u :‘
. 1 I|I £l
i I3
',l' =
% :_;r'

N | b2
o, —= X
3 > b2
14
T2 | a2
}'a
Fig.34

Como podemos ver de la Fig.34, tanto la deflexion como los momentos son simétricos. De

la Ec.2.8.2, tenemos que la deflexién de una placa simplemente apoyada y escrita de una
manera adecuada para nuestro nuevo sistema de coordenadas es
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; _q\me
L2 Z( 1) oo MY

n°D

m a
m=1,3,5,.. (a)
tanh 2
[1- o, tanna., + coshmxy-t- 1 mnysenhmnyj
2cosha a 2cosha, a a

con esta ecuacion podemos encontrar la expresion para el giro en la frontera y = b / 2, el
cual es

¥/, n*D W’f
y=b N

/2 m=1,3.5...

i

2ga° N7 ()
= i "y - 0
n'D &=’ 'm?

\
Consideremos ahora la d exién‘

de las fronteras y=+5b/ % Por| cuest ones de simetria vemos_
representar por la serie o | = o

(b)

f
uibuiq’és 2 lo largo
omentos se pueden
ir
I

Derivando a la Ec.d y evaluandola en y = b/2, tenemos que el giro es

ow a 5 : (—I)I”HJ‘/2 mmx o
[ ‘] == g Ccos ok, #———r— (e)
/), ,, 2D m a cosh” o,

=1,3,5..

Para el calculo del giro sobre la frontera paralela a el eje x, necesitamos derivar a la Ec.d
con respecto a x y evaluarla en x = @2, asi obtenemos

72

FOvovecio e Daaitalizsacian e Tewis

Besponsable FEL. . Albeerio Pebro Foranor HElebina
Colaborabores: Eostanislao JfFerman darcia

AL B, Enrigus WBobrigue: Hlaogana



Fnstituto e Inoaenieria
dInminersioan Peracrusanda

Uesis be Hlaestria

) & P L
(%) - _-i—b— E & E i) - oL ®
ox /| 7’ Da m ( p: it ) b
) 2

=af2 m=1.35... =135 — —

a m

De igual manera podemos obtener las expresiones para la deflexion y rotacion para el caso
en el cual el momento M, esta distribuido a lo largo de las fronteras x = + a/2. Suponiendo
una distribucion simétrica y tomando

% (m -1)/2 mmny
(Mz)xzza-‘g = Z(—l) Fm COST (g)
m=13,5,..
tilizando las Ecs.
utilizando las cse}:g{;‘:él_ !
a“"z) __,.:’_".‘f.# Ill‘“"., -
— '_nl‘ "'\"':—-d_ (h)
en donde f3,, '3:'%. a2
5"\
iy ‘
[Sbw_) (i)
"ﬁy "

. otALic’m en las fronteras de la
o1 e%'t;mplo la frontera y = 4/2,

4

[~

WL g
x( W=l o

:gam + —,ﬂ——J

{ cosh”a
G~ — — ‘#’ : cos

K‘f% =‘-3-5--m i=1,3.5, “ —-5' !

'x.q_ﬂ__-‘ “-n.____‘,f/ ...l"'-\___ 2 *i;n—

Con las Ecs.b y (j), podemos derivar las ecuaciones para calcular las constantes £, Y Fs
en las series (c) y (g) las cuales representan los momentos actuando a lo largo de las
fronteras de una placa empotrada. En el caso de una placa empotrada éstas no giran. Por lo
tanto, para las fronteras y = + b/2, obtenemos
[aw, ow,
+ —

CIRCCIC
) > ), ., :

De manera similar, para las fronteras x = + @2 tenemos

Cuando los morﬂtentol
placa se obtiene/por
encontramos ‘*Qh

y=b/2
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PG e 0

ox « 6%
Si sustituimos las Ecs.b y (j) enla Ec.k y agrupamos a todos los términos que contienen a
cos (izx / a) como factor comiin y observando que la Ec.k se cumple para cualquier valor
de x, podemos concluir que los coeficientes que multiplican a cos ( izx / a) deben de ser
igual a cero para cada valor de /.
De esta manera obtenemos un sistema que consiste de un nimero infinito de ecuaciones
lineales para calcular los coeficientes E, y F, como sigue:

x=af2

4qa

T[S

\\
Se obtiene un sistema similar de ¢ -E- nes de la Ec.l.

Aca drﬂr% de dlos momentos
: _ quq|E , ylos

> |a Tcuacu)n es

il este ca;o lé/dlst b

E; [z " a, ff
—| tanho., + -
i = sh2 )h“

solamente los primeros cuatro ienfes &' smosiel. siguient sxstemJaJ de ecuaciones
con cuatro incognitas Ey, Es, Es, wy E; ,»"f

18033 00764 b@.sg“‘ 0TI TE,
00764 04045 00330 00159 |E,
00188 00330 02255 00163 |E,
00071 00159 00163 01558) |E

001232K
000160K (n)
0.00042K

en donde K =-4ga’/ 7. Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos

E;, = 0.372093K
E; ==0.0380708K
Es =—0.0173378K
E-=-0.0085619K
Sustituyendo los valores calculados de los coeficientes [y, Es,... en la serie (c), obtenemos
los momentos flexionantes a lo largo de las fronteras empotradas de la placa. El maximo
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valor absoluto de estos momentos actua a la mitad de los lados de la placa cuadrada.
Tomando las cuatro Ecs.n, este valor es

M,

Podemos ver que para los momentos obtenemos una serie con sigr}os alternantes, y la
magnitud de el error depende de la magnitud del altimo de los coeficientes calculados Ei,
Es,.... -
Sustituyendo los valores de E,, Es,... enla expresion (d), obtenemos la deflexion de la placa
producida por los momentos distribuidos a lo largo de las fronteras y = = b / 2. Para el
centro de la placa (x = y.;g_g) esta dﬁ;ﬂcpgiézx}x&s

=|E, —E, +E,— E,|=00517ga’

y=b2z. x=0

5 ‘—% = N ) e BG4 001409
v DR cogh /2
e -ulllll'll .l..-" o 4 ! M"Hll

Multiplicand(i'):'...por do
distribuidos a"‘_l.lo larg
simplemente apoyada
cuadrada urﬁfoi;lﬂnc

3 . ola a'la deflexion de la placa
bla ;),T?thenemos pq;,a-"lh léflexio y
argada y con las fronteras empotradas |
. |
' :‘o.oknzs

ga*
D

Calculos samﬂ;\xlt;s S wion de los lados de una placa

rectangular. Angp:nos astilta
= ! ﬁ

Tabla 24. .Fhérétqges nl}m v : mentos.--‘t_]’éxionantes en una placa

rectangular uniforihemente eargada R mpotrados _(Eié.34). (Timoshenko, 1959)
A ~ v=03
b/a |(Wk=0y=0 '31“':#@{:%;}@;2, y=0=_| (My)x =n,‘y:'=¥ i 2';,":.!?}'(Mx k=o,y=0 =| (My)x=o, y=0 =
aqa'D = Bqi : ; N o B g Beqa” Piga”
@ B B B Bs
1.0 0.00126 -0.0513 -0.0513 0.0231 0.0231
1.1 0.00150 -0.0581 -0.0538 0.0264 0.0231
1.2 0.00172 -0.0639 -0.0554 0.0299 0.0228
1.3 0.00191 -0.0687 -0.0563 0.0327 0.0222
1.4 _ 0.00207 -0.0726 -0.0568 0.0349 0.0212
1.5 0.00220 -0.0757 -0.0570 0.0368 0.0203
1.6 0.00230 -0.0780 -0.0571 0.0381 0.0193
1.7 0.00238 -0.0799 -0.0571 0.0392 0.0182
18 0.00245 -0.0812 -0.0571 0.0401 0.0174
1.9 0.00249 -0.0822 -0.0571 0.0407 0.0165
2.0 0.00254 -0.0829 -0.0571 0.0412 0.0158
0 0.00260 -0.0833 -0.0571 0.0417 0.0125
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* Placas bajo presion hidrostdtica. Si la distribucién de la presion en la Fig.35 se
representa en la forma

2 2a

9o

solucién previa (Carga unﬂ'lonne
por i

Ny
que es simétrica con respecto a ¢l eje V8
eliminar el giro a lo largo de la fron{e!r_g_l_d_e_q_l\a pla

estas 1@;‘ ‘“a,\\ ‘ ] ot
—y \}*‘ ' \ j
(Mx)x: + af2 =% Z (—1)(’"— ] }f‘zEm COS?

m=1,35,...

E (m/2)- mnXx
(M.V),-:ij.-z - Z(_'l)l 2 ]‘Fm sen

a
m=246,..

(b)

Ahora calculamos los coeficientes £, y F, mediante un sistema de ecuaciones lineales
como en el caso de carga uniformemente distribuida. La deflexion debida a la accion
simultanea de la carga ¢qox / 2a y los momentos (b) se deben de sumar al final, a las
deflexiones de la placa empotrada cargada uniformemente con q¢/2. Algunos resultados
numeéricos obtenidos por este procedimiento son dados en la Tabla 25.
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Tabla 25. Valores numéricos para las deflexiones y momentos flexionantes en una placa
rectangular con fronteras empotradas y con carga hidrostatica (Fig.35). (Timoshenko, 1959)

v=03
x=0 y=20 x=a2 y=0 =-a@/2, y=0|x=0y=2b2
b/a|w=agqpa’ /D JM,=ﬂ,qga2 My=ﬁzqoaz Mz=}"]anz LI,=}§qoa2 .My=§qoaz
a B Jia i e é

0.5 0.000080 0.00198 0.00515 -0.0115 -0.0028 -0.0104
2/3 0.000217 0.00451 0.00817 -0.0187 -0.0066 -0.0168
1.0 | 0.00063 0.0115 0.0115 -0.0334 -0.0179 -0.0257
1.5 0.00110 0.0184 0.0102 -0.0462 -0.0295 -0.0285
=) 0.00130 0.0208 0.0063 -0.0300 -0.0333

-'-'-‘

Consideremos. el %aso de.una pl rac =' ncentrada P al centro
(Fig.36). Nuevﬁenteu zaf s.el- unj A 8 e apoyada. Sustituyendo
a/2 por & enla {£c.2.94 fegamos g,,la deﬂexlon para la superficie
(valida para y > 0) x By g /4
l"'., P = il J,a'"-;:__ﬁf-. ."'I
W) Ry ‘fﬁ“—.@/
— Vi f \L__F‘._,," -
Pa’ 1 mn x [ o mn
w= —Cos tanho | — = A el
22D Luiw . = coth’ax, cosh B senh B
mn /
i’ tanha. | senh st YL cosh mrty}
a a a a
El giro en la frontera y = b/ 2 es
[Qw_] _° Lcos mrx o, tanho,
P - in anDml“ m’ a cosha, @)
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Para calcular los momentos flexionantes sobre las fronteras empotradas procederemos
como en el caso de la carga uniforme y obtendremos los mismos dos sistemas de ecuaciones
(k) y (1) para una placa uniformemente cargada y con todas sus fronteras empotradas. Las
expresiones para w; y w, son las mismas que en el caso anterior, y solo sera necesario
cambiar los primeros términos de estas ecuaciones mediante la sustitucién de la expresion
(a) en lugar de la Eck (placa uniformemente cargada), y también la correspondiente
expresion para (Ep‘w/éx)n .o ©n la Ecl (placa uniformemente cargada). Para el caso

particular de una placa cuadrada, utilizando unicamente cuatro ecuaciones, encontramos que

- el lado izquierdo de las ecuaciones, es el mismo que en las Ecs.n (placa uniformemente
u o cargada). El lado derecho se obtendra de las Ecs.a, asi encontramos
- - |
w ™ (18033 ooir(s;a f@
T 00764 45—
- oom’g x |
” "
iRy 00521@,90159 00163
ty &  Resolviendo este sistema Qe equc .-f
B "
- L E;=-0.1025P, !.E3—( 026 15P |
= & " H :I
; ] Sustituyendo estos valoresl|en ghtenemos los
m '. momentos flexionantes pard la mita cul? mas exacto,
utilizando un sistema de sietﬁ ecuagig
tu |
I"
n E N
- Teniendo los momentos a fo 12 deq‘qbs calcular la
o deflexion correspondiente; US ndo ). Supgrponiendo las
n ,a deflexiones producidas p ios momerl placa;s‘implemente
- apoyada, obtenemos las deﬂex_lones : potradﬁs Mediante el
- m mismo método de superposicion; ‘se puede.Obtene S rmacidn’ concerniente a la
- deflexion de las placas con ﬁ'onthas_empotr'adas—y—een‘Tma s:a_ggﬁ},tfoncentrada central.
- r Algunos valores para este caso son daﬁgs etﬁa Tab]{g&ﬁ
1” H -
b ;l Tabla 26. Valores numéricos para los momentos ﬂex:onantes en el centro de los lados
]ﬂ - largos y deflexiones en el centro de la placa rectangular cargada en el centro, (Fig.36).
: : (Timoshenko, 1959)
H (Whk-y=0 =@ P& /D | M)e-0,y=-4s2 = 7P
b/a o - ¥
1.0 0.00560 -0.1257
1.2 0.00647 -0.1490
14 0.00691 -0.1604
1.6 0.00712 -0.1651
1.8 0.00720 -0.1667
20 0.00722 -0.1674
0 0.00725 -0.1680
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Condiciones en los apoyos:
Fronteras opuestas simplemente apoyadas, la tercera libre, y la cuarta empotrada o
simplemente apoyada.

Supongamos que las fronteras x = 0 y x = a estan simplemente apoyadas como en la
Fig.37, la frontera y = b libre, y la frontera y = 0 empotrada.

v
libre
& Wl
| o
. —
b o l—t
‘_.-"'f » il .ll ""r.ur-' J\ i S - )
_.,4'7',.;;;.« Z > R R NS N ) N
Pl e o P 1 SN
I" "..}","'u z - . o - \L . . .1"'- S r— - "f - = o " - Ila’ﬂ:ﬁ II
WY ot P i T
= [P — il st [ —— . 7 Ay
I‘:i\;:\- .-'-j:"' d ‘ " ‘ = ‘-"
N|'|h||'l. '
Para este caso I3 con s de
1l [
lIH IRy ' .' .' A r ol | 1
simplemente afﬁo — =g [ O]V = 0= _ (2)
empotramiento, =0« / (b)
Il
W,
II' a -
; C

5
e Carga umfarmemapte disiri.

- ..d-".:."'

En este caso (ver fig. 37) b;tgced&r@mos como en,ﬁr apaxfgdo 8, es decir la deflexion total la
tomaremos como ~ ==

w—w1+w2

w, representa la deflexion de una franja de longitud q, simplemente apoyada y con carga
uniforme, la cual se puede representar por la serie

3 4qa 1 mmx
W, == =D Fsen (d)
ni=1 .
param impar. w, tiene la misma forma que en los casos anteriores, es decir
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W, = ZYM Senm:x (e)

m=135_

en este caso, las series (d) y (e) satisfacen a las condiciones de frontera (a), y las cuatro
constantes de ¥ deben de determinarse haciendo que se cumplan las condiciones de
frontera (b) y (c).

Algunos valores de la deflexion maxima calculadas para varias relaciones 4 / a son dados en
la Tabla 27.

Tabla 27. Deflexiones y momentos_flekionantes péfé't;nasplaca
dos bordos opuestos simplemente apoya tﬁ'rcero libre, y-e

rmemente cargada con
potrado,(Fig.37).

AR r
(Timoshenko, 1959) P\ L,; N =
< Sy T T
'r:‘i.l‘\_ - = :T__é_l-f _r'f
[\ o raa7 .
|

b Ja i .\::_A"Jl ‘ —_— =) - — [——
0 1\ 0125 gbt |
1/3 1\ 0.0¢ D 0.0078 ga" |

).
1/2 110.0582.48"/D == 0.0293 ga* |

23 .\00 D= =-0.0558qa’ |

I 0.0 D] 00972 ga" | =

32 0.0141 ga'iD —1"“ 0'12@ g&%{f

2 0o D =018 qa* |

3 [l0.0132gd’ /D o mlp?qqu' = B

% 10.0152°ga"/D " 101'33 an['*“ /L0 !

o (Carga hidrostatica.

0
éf//////////

a

Fig 38
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Tabla 29. Deflexion y momentos flexionantes en una placa rectangular bajo carga
hidrostatica con tres bordos simplemente apoyados y el cuarto bordo libre, (Fig.38).
(Timoshenko, 1959)

v=03
x=a/2, y=b x=a/2, y=b/2
b/a w=aga /D | M,=Bqa® | w=a, ga'ID | M=pf,; qoa | M=p: qua
a B a; Bi B:
1/2 0.00230 0.0197 0.00135 0.0145 0.0120
2/3 0.00304 0.0265 0.00207 0.0220 0.0156
1.0 0.00368 0.0325 0.00313 0.0331 0.0214
| 0% 0.00347 0.0308 0.00445 0.0453 0.0231
2.0 : 000238 "4 ; 0.0529 0.0222
@ Ty 2NN E 0.0625 0.0187
v k. - | - ",
A ST =N
Condtcxoneﬂ&lps apoyos: — I < )
Tres lados '@?jéc 0 ”ﬁ_—fﬂf.:
= N i " I.'
.|'|,Ill' - * I|
! i
\ ff
il — i
"l'i e I
= = T |
= .I
|| | —— il
I | o
il \
H'::-,I' ﬁ
TN I
e I\~ 'O\
Ef ST d \ — | :'?'rl
En este caso las condicion i -
K Ny B i

5 — f

simplemente apoyac‘iq.a-ﬁ,.l =0 » =0 ’@3 x=a x=0y y=0 (a
(N I ox //f'“ﬂ" )
=~ =

52w 62W s 0 63w 83w
- r > +(2—V)% =0 para y=5b (b)
y =&

» Carga uniformemente distribuida.

Observe que este caso (fig. 39) es muy parecido al anterior en el cual la frontera y =0

estaba (?qlpotrada, por lo tanto para aprovechar el resultado del caso anterior, haremos que
la condicion de frontera para y =0 sea

Frovecto e Digitalisacian iﬂ* AL eEis

B esponsable FFL.F . Albreerio Pedro T orandn FElebina
olaborabores: stanislao Jferman arcia

AFL. B, Furigue Bobrigues: FHlaogana



HMnstituto D Inogenierida

dIninersiDan XPerarcriu

JLTL O

-
=

Tesis be Hlaestria

[ “]
ol B s aend
ay?. ar-

1}
o

(c)

yv=20

Con estas condiciones de frontera procedemos de igual manera que en el caso anterior; en la
Tabla 28 se dan algunos resultados numéricos para este caso.

Tabla 28. Deflexion y momentos flexionantes en una placa rectangular uniformemente
cargada con tres bordos simplemente apoyados y el cuarto bordo libre, (Fig.39).
(Timoshenko, 1959)

v=03

x=a/2 y=b-t , b  X=al2 y=b/2
b a Wox=aga’/D Vo |M‘.| ;gl—qg—f"‘"x‘ I‘M = B, qa®

a | B SV ANG)

Va 0.00710 .~ S S p’-aaﬁf*;;- ;,- 0-022
213 0.00968 [ *v| SO 0.055— | N f03p

1/1.4 0.01023 L Al 0050t 007D
1/1.3 0.01092 '\ ] q.Y o XY 0034
1/1.2 0.01158 !\ - 0,036
1/1.1 0.01232 107 0.074 0037
1 001286 !\ 1125 el 0,080 0,039
1.1 0.01341 || [Trar e n«--"" 0.085 0.040
1.2 001384 || = f | 0.0907 0.041
1.3 0.01417 Il olid= 7 I\/ o ﬁ"094 ).042
1.4 001442 ! Q126 =" [/ 0098 | 0.042
1.5 001462 | | 128 & jf"}f" QT BT )] 0042
2 001507 | VPO [ 4] |||ﬁfﬁs | [0.041
3 001520 | 3 - ).122, 10039
% 0.01522 (&) i\ L _JTF 0.1 ' 0:037

= e . S —— 7
% x"'-.‘ % i
e
Condiciones en los apoyos: " ¥

Tres lados empotrados y el cuarto Ia(io_'ﬁ{ﬁm

}.

Fig 40
Las condiciones de frontera para esta caso son
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5 -5 ‘\; y _1
Sw, 6‘“’3] {( W, J 0
. N -0 —+(2- V)
frontera libre ( P Ve - o’ ooy veh
aw, dﬂ"l +W, + w3)
empotramiento _-ay =4 ox e =2

o Carga uniformemente distribuida.

Supongamos que la frontera de la placa esta empotra‘tqa en y=0y x=xa/2,yla
frontera libre se encug i :
En este caso, las defle

=N
A .. (a)

a .‘a"

donde w, yw sJ

apoyados y € k:uarto
|'|

n 3 lados simplemente

\
\ (b)
||
[] I
f | (c)
{ )
. |
las cuales se ;ggj.an de specto al eje x.
Debido a las Eﬁndlcmne mo
hY
. = % f
W, = qg z (F,, Y dan mtbx sen _mty
n=13,5,..
..
+ & [Gm senh 222 4 H, i PSS Moo A +1, 8 b y) P
D a a a a a a
m=1,3,5
Ec.(d)

donde v, =nna/4b.

Las constantes de la ecuacion (d), las evaluamos utilizando las condiciones de frontera para
la placa. Algunos resultados numéricos se dan en la Tabla 30

! Ver Timoshenko “Theory of plates and shells™, pag. 213, 1939.
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Tabla 30. Valores numéricos para las deflexiones, momentos flexionantes y reacciones de

una placa rectangular uniformemente cargada con tres bordos empotrados y el cuarto bordo
libre, (Fig.40). (Timoshenko, 1959)

=1/6

x=0, y=b x=0,y=5b2 x=a2, y=b | x=a2,y=b2)| x=0, y=0

w=ay | My =|w=an |M, =M= [M, = [V =|M = |V, =[M, = |}, =
ga'D | piga’ |qa’D |’ |Bga’ |Biqa’ | pnqa |Baqd’ |yaqa |fsqa |7sqa
3] B [£5] B B2 B Y3 Ba Ya Bs Ys -
0.6 1000271 [0.0336 [0.00129 [0.0168 [0.0074 [-0.0745 | 0.750 | -0.0365 | 0.297 [-0.0554 [0.416
07 1000292 [0.0371 [000159 100212 19.0097 | 0078210717 | 0.0439.] 0.346 |-0.0545 [0413
0.8 |0.00308 |0.0401 |0.00185 0.02'5?,.-?&- -0.0812" ['0.685 | -0.0505}.0. -0.0535 0410
09 10.00323 0.0425 [0.00209 |0:0287,19.0120<1.0.0836 | 0.65¢ | 08563 '?14’% 0.0523 |0.406
1.0 [0.00333 [0.0444 [0.00230.-]0.031 % T0.81384-0.68353..] 0628 [ FA35 |

125 [0.00345 |0.0467 o.og% 0.037440: Wﬂ?ﬁfﬁ* -‘3&&9&; 0.475 [-0,0870 |0.388
1.5 000335 [0.0454 [0.04290] 06402 o‘.m-‘rs -09342— 7 | -0.0755 | 0.491. | D418 |0.373

e Presion hidrostatica

-"F,—.T:,Fib__,_ | __',..»-P.:.'-"‘*
C) )
En caso de que sobre la placa actue una carga corm{ la de-lz‘Fig 41 se le debe de sumar a la

deflexion dada por la serie (e), una deflexion igual a

@

4q0(1 y/b)a Z Senmnx+ ZYm con X )
a

m=1,3,5. m=135__

y proceder como en los casos anteriores. En la tabla 31 se dan algunos resultados obtenidos
por este método.
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Tabla 31. Deflexion, momentos flexionante y reacciones de una placa rectangular sgjeta a
presion hidrostatica con tres bordos empotrados y el cuarto bordo libre, (Fig.4l).
(Timoshenko, 1959)

v=1/6
x=0. vy=0

b/a
My = [V, =
Bsqoa | psqoa
Bs Ys
0.6 -0.0242 [0.248
0.7 -0.0261 |0.262
0.8 0.0278 [0.275
0.9 -0.0290 |0.286
1.0 -0.0299 |0.295
1.25 -0.0306 |0.309
1.5 -0.0291 (0.311
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EL METODO DEL ELEMENTO FINITO APLICADO EN LA SOLUCION DE
PLACAS.

12.- Introduccién. En una simulacion numérica de un proceso fisico, empleamos un método
numerico y una computadora para evaluar el modelo matematico del proceso. El método del
elemento finito es una poderosa técnica numérica utilizada para evaluar procesos fisicos
complejos, dicho método consta de tres puntos principales:

1. El dominio total de un problema es representado por sub dominios conocidos

como elementos finitos, la_coleccion de ﬂpmenﬁgos finitos-se conoce como malla
del elemento finito. ,#Tf ",{f =T
Fs

.-'

2. Se aproxima el ,p:roceso 6@%&3@ fc},ﬂﬂl _ tos fini lites mediante
una funcién pr nada" '(pohnomw—ujtr-a’) y ‘s desal*m fpuamones

algebraicas qu mal cipnan cantidades fisicas en—ciertos™ pu oﬁ\\ .elemento

previamente selQ“mona 'N m :u b :I n A

3. Las ecuaciones bbte 'en .cad.a elemento O?n bladas' usando la
continuidad o bala ce de 15 2 @ s fisicas en cada nodo, Una vez que hemos
ensamblado la totalidad de'l; ﬁhrfos proced 105 2 so]'yer el sistema
de ecuaciones que obtenem _encontrar 1ci nuTstro proceso
fisico. I

En este método generalmen'te b
diferencial, en la forma

Elﬂ- | r'.-f_?'""'lf."

en la cual u; son los valores de u ‘en-fos nédos a’f del" elemé( to, ‘\y‘*) son las funciones de
interpolacion, ¢, son coeficientes nodales y ¢, son las funciones de aproximacion asociadas.
Cuando sustituimos esta aproximacion de u# en la ecuacion diferencial no siempre
encontramos un numero suficiente y necesario de ecuaciones para los coeficientes #, y ¢,
asi que necesitamos un procedimiento por el cual encontremos el numero necesario y
suficiente de ecuaciones para cualquier eleccion arbitraria de los datos del problema. Dicho
procedimiento consiste en encontrar la integral ponderada de la ecuacion diferencial que
gobierna a nuestro proceso fisico.

Existe solo wn método del elemento finito que en general consta de los tres pasos antes
descritos, pero pueden existir mas de un modelo de elemento finito para el mismo
problema. El tipo de modelo depende de la ecuacion diferencial y del método usado para
encontrar las ecuaciones algebraicas (es decir, la integral ponderada usada) necesarias para
determinar los coeficientes desconocidos en el elemento.
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Integrales ponderadas. En el método del elemento finito usamos expresiones integrales
para desarrollar las relaciones algebraicas entre los coeficientes u; de la aproximacion

EDIATS (4.12.1)
i=1

en la cual « representa la solucion de la ecuacion diferencial particular.

El uso de un enunciado integral, equivalente a la ecuacion diferencial que gobierna a nuestro
procedo fisico, es debido al hecho de que la sustitucion de la Ec.4.12.1 en la ecuacion
diferencial gobernante no siempre nos proporciona el numero requerido de ecuaciones
algebraicas iincalrnentefigldependientprs;ﬁlaﬂ los coeficientes desconocidos #; . Una forma de
asegurar que exist?ﬂfxaf e.el éﬁlﬁ' nimero;-22. 7, de ecuaciones e incognitas es
Q_er{or en/el-sentido’

e lax__{megral ponderada sea cero.

Por ejemploMoMe' mos detefr a-solucion aproximada de la ecuacion
r'.-'j:\. o, "'!:l.l_'ﬁ__-.h::j; TG o
||r. .J‘lll"\-.l o ot P =i RKH |"é‘?ﬂ
i I;:-I'j' ] d - Ciu - _ - — ] H‘,lw
S Y fa 9 KX <1 (4.12.2a)
ZRSIN
)\ £ = (4.12.2b)
II Il 1 |I|I
III|| ||
. I
es decir, busca:ﬂos » Q= (0, 1), de la forma
.. |
fl 1l
W ) 0 1x) (4.12.3)

Y_!:o (x) son funciones pre
i _ cl problema son satisfechas por la
solus::on aproxnnadaxN - para émplo, podemos elegir N=2, yalas
funciones ¢, (x) comtip ¢, (x) 2x, _d.x) =x*-3x , asi

T . s
y h\" D i l'j
= N/ \ f’: \ =
u(x) =Ty (x) =¢,(x* —2x) +¢,(x* +3x) +1

la cual satisface a las condiciones de frontera de la Ec.4.12.2b para cualquier valor de ¢;y
¢; Las constantes ¢ deben de determinarse de tal forma que la solucién aproximada
Uy(x) satisfaga la Ec.4.12.2a en algin sentido. Si requerimos que U, (x) satisfaga la

Ec.4.12.2a en el sentido exacto, debemos de sustituir a ésta en la ecuacién diferencial, y asi
obtenemos

seleccionadas\'iale\s que l\&

dUu,(x) d*U,(x)
——c;r—-—-x—jd:z—+UN (x) = =2¢,(x 1) - 3¢, (x* 1) - 2¢,x - 6¢,x* +¢,(x* - 2x) +

¢,(x*=3x)+1=0
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Como esta expresion debe de ser igual a cero para cualquier valor de x, los coeficientes de
las potencias de x deben de ser cero, asi obtenemos:

1+2¢,+3e, =0

~(6¢, +3¢,)=0
&—9, =0
¢, =

Se observa que tenemos 4 ecuaciones y solamente dos incognitas; por lo que no existe

solucion a las ecuaciones ya que, este sistema es inconsistente. Por otro lado, podemos

requerir que la solucién aproximada &7, (x) satisfaga a'la ecuaci@gldiferencial, Ec4.12.2a,
’ e 'r""\. 48, N e _5__1‘ _".: r\.

i L
i -.

W, 1

ot % TR
I"‘-\E?‘F "Q"AL_-':;:;[," (4.12.4a)

) ) - e - S
y w es conocida como funcion de_peso. Ec4,12 44 obtenemmos |tantas ecuaciones
algebraicas linealmente inde;{é\ndit{ T '
Para el ejemplo, podemos tomar a ; ) &

|'..'.i_rrll|I
1 ll » '5::“.
Il R(x) ax :%-h_gc, +36
o -

%

' p oK A0 S 1 {1
-[xR (x)dx = 5(1 + 2c,¢@-)}§‘g— 6ch _—__3(:2 ) # ’;{(q' fg}eﬂ +56=0
- ‘-'h___ f \‘\_—"—’#
de donde B

2 5
'3‘5'1 i Zcz =1

b snlbcow (4.12.4b)

—¢, +—c,=—

4 20 2

son dos ecuaciones linealmente independientes, y podemos determinar las constantes c¢; y
¢, sin ningin problema. Del ejemplo anterior podemos observar, que las expresiones
integrales del tipo de la Ec4.12.4a nos proporcionan los medios para obtener tantas
ecuaciones algebraicas como coeficientes desconocidos haya en la aproximacion.
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Un método variacional es aquel en el que se buscan soluciones aproximadas del tipo de la
Ec.4.12.3, y en la cual los coeficientes ¢; se determinan mediante una expresion integral,
como en el ejemplo visto anteriormente. Los métodos variacionales difieren el uno del otro
en la forma en la que se elige a las funciones de peso w(x) vy a la expresion integral usada, la
cual dicta la manera de elegir a las funciones de aproximacion. En el método del elemento
finito, un dominio es visto como un ensamble de sub dominios ( es decir, elementos), sobre
los cuales se busca una solucion aproximada de la misma forma que en los métodos
variacionales.

13. Funcionales. Una expresion integral de la forma

v
ot - b d
- 7 UL AT R et (y) = 9
" ) /,,-?;{.(iﬁ ( uu )q’gc,|' < = u'(x) = =
. - .-""-:;,‘ :.:-‘—1 FaTR]a) ?“:'-:.".-'_‘r"’ =gy '.'--., : H'k
E - en donde ﬂ;;ﬁﬁe.graﬂdo h ,“uﬂ'!;:qu una“funcion da ’;ﬁ#h argumentos x, ¥ y
) dufdx , es W onal.-Elyvalor-Ku)-de-la ""téééi:ﬂ:@épende de u(x) es decir,
W para una u(y) da T EH&IM emos ¢l término funcional para
m m definir a las funciones_definidas por integrales cuyc mentlt:js son también funciones.
. Vuigarmente Iw.bl do,.un funcipnal es “una 'ci_.:')? de Tu cio#es”. Matematicamente, un
- funcional es un bperz ue transformaa u(x) en uft'escalan)
-m - \ Eresl foaa | p i
2‘ Se dice que un i ncional Jfui. es I si e I lail’elaci()n
b |||| . l‘ll'.
Ja = W\ : ) {éﬂ (4.13.1)
" ) e I
4 para cualquier _c;'l_*cal B &sf cor able indtj{gﬁdiente u(x) y v(x). Se
n ,u dice que un ﬁ?xona] 4 o5 bili da uno d¢ sus argumentos u(x) y
h e V(X): H"\.‘q .-"'f
1 B &2 | 4
- ‘a_\‘ B ( 4
. o N wBns -'?(uz’v) (4.132)
: b %ﬂ,av:‘&gf{jz' ) ",vl)};B(u,vz) o
'm e la primera ecuacién es lineal en el primer argumento y la segunda lo es con respecto al
: - segu_ndo argumento, z{(a‘c), ui(x) , ua(x) , v(x) , vi(x) v vo(x) son las variables dependientes.
H - Se dice que la forma bilineal es simétrica en sus argumentos u(x) y v(x) si
% Blu,v) = B(v, u) (4.13.3)

para todo #(x) y v(x). Un ejemplo de un funcional lineal es

Iv) = J. v(x) f(x)dx + %x){L)MO
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endonde f{x) y M, son cantidades conocidas. Un ejemplo de un funcional bilineal es

L
B(v,w): I a(x)%%aﬁr

donde a(x) es una funcion conocida.

14.- El simbolo variacional. Consideremos a la funcion F = F[ x, u(x) , u'(x) ]. Si la
variable independiente x tiene un valor fijo arbitrario, entonces F depende de las funciones
u(x) y u'(x) Gnicamente. El cambio av(x) en u(x), en donde o es una constante y v(x)
es una funcion, es llamado la variacion de u(x) y es denotado por du:

.w ] > I / <;;_:i“~—1_{:

2 riacionat La “u Ao una funcion
u(x) representa un cambl?%ltmmﬁle en la" funcle N (X para an valo‘r\ﬂlofﬁﬂ‘h variable
independiente x. Si wu(y)- RV ne SN_UD_punto nefife sobre la
frontera), la variacion de b)(x) en d ufita és cero, debit : gmﬁcado no
del

homogénea delas condncxon,és de/fi
variacion du en u(x) es u; :
cambia a u(x) + av(x) ), hay un ¢
total de una funcion de dos variable

-ser igudl a cero). La
- l'To en u(x) (ufx)

oTiera
la |diferenciacion
seipeﬁne por

| ]
h}, (4.14.1)
(i

\

'I

4 el

g
-

L

-

(4.14.2)

= =
O™ # Y
Como x no cambia durante la variacion de u(x) a- u(x) H—ﬁﬁ(x) dx =0 vy la analogia entre
8F vy dF es obvia. Como se puede observar, & actiia como un operador diferencial con
respecto a las variables dependientes. Puede verificarse facilmente que las leyes de
variacion para las sumas, productos, divisiones, potencias y demas, son completamente
analogas a las correspondientes leyes de la diferenciacion (L. Elsgoltz, 1977). Ademas, el
operador variacional puede conmutar con los operadores diferencial e integral (siempre y
cuando el sistema de coordenadas sea fijo, es decir, que sea un sistema de coordenadas
Lagrangianas):

—‘%(&l)=%(av)=a%:av'=8u':6(%] (4.14 3a)
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S Iu(x)dx 2 I&u(x)dr (4.14.3b)

15. Formulacién débil de problemas con valores en la frontera. Recordemos que la
inica razon para obtener una formulacion integral de los problemas con valores en la
frontera, es el hecho de que los métodos variacionales de aproximacion, por ejemplo, el de
Ritz, Galerkin, minimos cuadrados, colocacion o en general métodos de residuales pesados,
se basan en enunciados de integrales ponderadas de las ecuaciones que gobiernan la
situacion fisica analizada. Como el método del elemento finito es una técnica que nos
permite COHStmiI;E;ﬂT' iones de aproxiracion-requeridas por cualquier método variacional
aplicado a un el :ﬁﬁ"%?‘l:"%ca\shﬁo cénoceér i fg §Eci\6u de la integral ponderada asi
como la formufaciémedéhil detas ecuaciones di iales. Ademas de las razones anteriores,
la formulacion débil tarmbien-facilita demanera natural, la clasificacion de las condiciones de
frontera, len Gondiciones de frontera natirales y esencialéy, las cuales juegan un papel

crucial en'i& dérivacipn-dertasyfunciones-de apreximacion y-la-seleccion de los grados de
libertad no'b}@les en M 5! HE& i . .' :

La forma débil de ina gcuacion diferencial es la in egral p onderada de dicha ecuacién, en la
cual el gradg de diferenciaciom en la ecuacion dif i

dependiente jﬁla ciér de-péseﬁ ademas incluye 12

Stencial sd:." distribuye entre la variable
| &% cignes naturales del problema.
Integral pom{"er da

‘_—_l i — | I

;l ard 0< x < L (4.15.1a)
.&f’ >
sujeta a las condiciones .
%
= (4.15.1b)

Aqui a(x) y g(x) son funciones conocidas de la coordenada x, o y Qo son valores
conocidos, y L es la longitud del dominio unidimensional. Las funciones ax) y q(x), las
constantes #o y (o, asi como la longitud L del dominio son datos del problema. La
solucion u(x) esla variable dependiente del problema. Cuando los valores especificados
(condiciones de frontera) son distintos de cero, se dice que las condiciones de frontera son
no homogeéneas; y cuando son cero se dicen que son condiciones de frontera homogéneas.

Recordemos que el tnico proposito para desarrollar una expresion de integral ponderada
para una ecuacion diferencial, es el de tener los medios necesarios para encontrar N

relaciones algebraicas linealmente independientes entre los coeficientes ¢; de la
aproximacion
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ux)xU, (x)= ) ¢, b, (x)+,(x) (4.15.2)

=1

Esto se hace eligiendo N funciones de peso linealmente independientes en la expresion
integral, como veremos a continuacion.

Hay tres pasos para el desarrollo de la forma débil, si es que existe, de cualquier ecuacion
diferencial. Estos pasos se ilustran por medio del modelo de la ecuacion diferencial y las
condiciones de frontera del las Ecs.4.15.1ayb.

Paso 1. Iguale con cero a todas las expresiones de la ecuacion diferencial, multiplique a
toda la ecuacion por una funcion ﬂy’ﬂ" jl?a ﬁmclvon’l;?e pes'o~ ‘integre sobre el dominio
del problema Q (0, L ) : < )

- P

I ;’Q*&. \ Y @53
= &

1]

I'.l"

A esta expresion la llamareimos Iz
la ecuacion original Ec 4. 15'.:'] a La esw?ﬁqaire parentesis
igual a cero cuando u(xj!|es | ”

Ec.4.15.3 nos indica que el eryor en la écuacion diferencial es 1g1w
integral ponderada. Cuando ) le s Ta S0 ﬁi‘fi‘_éli'.?xacia;l Ta Eﬁ

nos permite elegir N funciones ik ' :
ecuaciones para losc¢;, ¢, RL - .
Note que se puede desarro(lir

!

ado jgequivalente a
0 es'identicarnente
i) tematlcamente la
‘ o en ¢l sentido de la
ial. IF,sta Ec4.15.3
] Iy aln obtener N

et

lazad; =$a:r Sp_aproximaci

on "'glferenmal La

funcion de peso w puede_seﬁlual uncion-in -grable no nula’Enygenera qfuncmn de

peso en la expresion integral esta, Sujéta,a unos- imiedtos de cont dad menos

equivalente solamente a la ecuacnon i
condiciones de frontera. -k

=
Paso 2. Mientras que la integral pon%ﬁé’da (Bc 4. -f% 3) ngs/pgﬁ-uf/ obtener el naimero N
necesario de relaciones algebraicas entre los ¢; para N diferentes funciones de peso w, se
requiere que las funciones de aproximacion ¢; sean de grado tal que Uy (ver Ec.4.15.2)
sea diferenciable tantas veces como lo requiera en la ecuacion diferencial original y que
satisfaga a las condiciones de frontera especificadas. Los métodos aproximados basados en
integrales ponderadas como la de la Ec.4.15.3 son conocidos como métodos de residuales
pesados. Si la diferenciacion se distribuye entre la solucion aproximada Uy y la funcion de
peso w, la forma de la integral resultante requerira condiciones de continuidad mas débiles
sobre ¢j, y por lo tanto la expresion de la integral ponderada es conocida como la forma
debil. Como veremos, esta formulacion débil tiene dos caracteristicas deseadas. Primero,
requiere una continuidad mas débil (menor grado de diferenciabilidad) de la variable
dependiente, que a menudo genera un conjunto simétrico de ecuaciones algebraicas para los
coeficientes. Segundo, las condiciones de frontera naturales del problema se incluyen en la
forma débil, y por lo tanto se requiere que la solucion aproximada Uy satisfaga solamente
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las condiciones de frontera esenciales del problema. Estas dos caracteristicas dg la forma
débil juegan un rol importante en el desarrollo de los modelos de elemento finito para el
problema.

La igual distribucion de la diferenciacion entre la funcion pesada y la variable dependiente es
posible solamente si las derivadas que aparecen en la ecuacion diferencial son de orden par,
como lo son para la mayoria de los casos de interés. La contribucion de la diferenciabilidad
de la variable dependiente para la funcion de peso es dictada por la necesidad de incluir
significado fisico a los terminos de frontera en la forma débil, prescindiendo del efecto sobre
los requerimientos de continuidad.

Por otro lado, no debemos propormonar diferenciacion de la variable dependiente a la
funcion de peso si ﬁsto %@_ﬂH sgmﬂcadé’ﬁmcc amt' minos frontera.

'\
n v .

Regresando a“ Ec.4 ;

obtenemqs'% 7 : > 0606 “ = . ﬂ_;
v = ol _ ‘ = - 5 .‘r‘.' g ‘.'W i
d k[/f du
=1 A lldc—|wa—| =0  (4.15.4)
'| IIII||
|
Note que ahdl{a s¢ requier ! diferenciable al menos una vez.
Una parte lmport ip0||'§ de condiciones de frontera
asociados con dug a urd;gs y las esenciales. La

clasificacion s impc d¢ aproximacion como para la

formulacion_del elem es it ', da para identificar las
cond1c1ones:_¢1e frontega e dividig' la diferenciacion entre la
ﬁmcmn de "p'eso yla inos ﬁoyg aenla expresmn mtegral

s

Los coeficientes de 'l& Eﬁ;&an de peso y sus gyﬁs"m las expresiones de frontera son
conocidos como variable Sect ias. La es n de las variable secundarias sobre la
frontera constituyen las condiciories de ﬁontera naturales. Para el caso a la mano, el

término de frontera es w(adu/dx). El coeficiente de la funcién de peso es adu/dx . Por lo
tanto la variable secundaria es de la forma adu/dx .

Las variables secundarias siempre tienen significado fisico, y a menudo son cantidades de
interés. Denotaremos a la variable secundaria por

du
QE[ E)n, (4.15.5)

donde 7. denota el coseno director, 7. = coseno del angulo entre el eje de las x y el eje
normal a la frontera.
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La variable dependiente del problema, expresada en la misma forma que la funcién de peso
que aparece en el termino de frontera, el llamada la variable primaria, y su especificacion

sobre la frontera constituye la condicion de frontera esencial

. Para el caso en

consideracion, la funcion de peso aparece en el termino frontera como w. Por lo tanto la
variable dependiente u(x) es la variable primaria, y la condicion de frontera esencial necesita
la especificacion de w(x) en los puntos de frontera.

Debe notarse que el nimero y forma de las variables primaria y secundaria depende del
orden de la ecuacion diferencial. El nimero de las variable primaria y secundaria es siempre

ﬂ el mismo, y con cada variable primaria hay asociada una secundaria (es decir,
[: - desplazamiento y fuerza, temperatura y calor, etc) Solo una de este par, ya sea la variable
e primaria o la secundaria, puede espeefgcarse en un puﬁw de la frau_‘g&
" N5 N -
b Asi, un problema dado puede’ tends ‘ J;gs tres cqtggeﬁas.}n s de condiciones de
S frontera especificadas: ell)f _todas l e de #@ﬁep'aﬁsm;.' ndxcnongﬁ_“-de frontera
m ™  esenciales, b) algunas de“lss ,GZOIIdlClOIlES de ﬁehi&é]especﬂcadas SOn. es_Fndiales y las
m i restantes naturales; c) toqgﬁ_}és condicione tera-son-del tipo-nz ural"-i?hra nuestro
b W ejemplo hay una variable l,pnma u N !Hg QE[ @& un punto ﬁ'ontera solo
m l': una del par (v, Q) puedq lespegificarse. £n general una ecuacton diferencial 'de 2m-ésimo
- grado tiene m vanables pnmana v m VEH#.ES secundarias, en abraiils m pares de
h " variables primarias y secundﬁnas “ ----- iy i
: ' Il
o ﬁ Utilizando la Ec.4.15.5, la Ec.4. i|
f| f
h '4 I II|
n J‘ ( dw dv| )]
T ff
n o (ﬁ,‘ Clx | II ||| i
- : Ms:]wu =)
QR = J (a*-ri——“ 7 (@.156)
h ‘LH 0 d\. d“:., .‘.'jﬁ.-'f
- m I dw d -.. -
- o = J‘ (aﬂ—gqu.,__ .,_._(wq@ =0.==
Yt o N ax ) N, e
b u S W, _."'f "".__-‘5’ L
E .n La Ec.4.15.6 es llamada la forma débil de la ecuacion diferencial (Ecs.4.15.1). La palabra
‘- “débil ” se refiere a la disminucion de la continuidad de u(x), la cual era requerida que fuera
: : dos veces diferenciable en la integral pesada (Ec.4.15.3) pero solo una vez en la Ec.4.15.6.
H gl Paso 3. El tercer y ultimo paso de la formulacion débil es imponer las condiciones de

frontera reales del problema en consideracion. Es aqui donde se requiere que la funcion de

peso w(x) valga cero en los puntos frontera donde las condiciones de frontera esenciales son
especificadas; es decir, se requiere que satisfaga la forma homogénea de las condiciones
de frontera esencial especificadas del problema. Este requerimiento sobre w puede parecer
arbitrario para la persona no familiarizada con el calculo variacional. En las formulaciones
débiles, la funcion de peso tiene el significado de un cambio virfual (o variacion ) de la
variable primaria. Si una variable primaria es especificada en un punto, el cambio virtual en
este punto debe de ser cero. Para el problema que estamos analizando, las condiciones de

ABe
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frontera son dadas en la Ec.4.15.1b. Mediante las reglas de clasificacion de las condiciones
de frontera, u(x) = u es la condicion de frontera esencial y (a dufde) =0, esla

condicion de frontera natural. De esta forma, se requiere que la funcion de peso satisfaga
w(0) =0, debido a que u(0) = uy

Como w(0)=0y

du du )
oL :(a——nx) = (04) =0
( ) L ‘k x i
la Ec.4.15.1 se reducea la
VA7 .
- N 1)0, =4 | (4.15.7)
| i g ""-\'I'I »1
i\ - i;alf'."

ericial ofiginal (Ec4.15.1a) y las
npleta lo§ pasos necesarios para el
cion diferencial.

- El mismo significado. Observe

la cual es la!forma
condiciones dg fro
desarrollo de Ia fo
Los términos “lfo
que la forma di‘)]]

por ecuaciones difere

¢ra_naturales (Ec.4.15.1b). Esto ¢
a.debil o ferma variacional -de

priaciosal <y “ forma 'bilil_

nd lineales) que son descritos

andg la ecuacion diferencial es

2 fomﬂla bilineal simétrica en la
i

Debido a las l%:!stri ciones 1ciofiés de/peso en J paso 3 de la formulacion
variacional, e § dében-de pertenecer iSm; acio l;l&fj'_mciones que el de las
funciones de::gg{pxlm ?,-

wdraticos. ;Eg bueno conocer, aunque no
mé arigcienales o el ‘método del elemento finito, la
relacion entre la fo a; bil.y el mimmo de ~fancional cuadratico asociado con la
ecuacion diferencial. La'mbil (Ec4.1 W e dos tipos de expresiones: las que
involucran tanto a la variable dependiente i como a la funcion de peso, y aquellas en las que
se encuentra solo ésta ultima. Denotaremos a estos dos tipos de expresiones como B( w,u )y
/(w), respectivamente:

Y dw du i
B(w,u)= | a——adkx, H(w)= |wgdx+w(L)O (4.16.1)
A dx ‘& ( ) . ( )...0

Por lo que la forma débil (Ec.4.15.7) puede expresarce en la forma

B(w,u)—1(w) =0 (4.16.2)
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la cual es conocida como el problema variacional (o débil) asociado con las Ecs4.15.1.

Usando las definiciones de las formas lincales y bilineales. puede verificarse que B (w, u) es
bilineal y simétrico en w(x) y u(x), y que /(w) es lineal. El problema variacional asociado
con las Ecs.4.15.1 puede verse como el de encontrar la solucion  tal que

B(w.u) = I(w) (4.16.3)

se cumple para cualquier w(x) que satisfaga la forma homogénea de las condiciones de
frontera esenciales especificadas y las condiciones de continuidad implicadas por la forma
débil. La funcién w(x) puede verse como una variacién (incremento) de la solucion real #”,

(4.16.4)

¥, u(x) es la solucion vanamg,nal e C or'i‘lQ tanto wu(x) y
u'(x) debe de satisfacer @lqunerd_‘b e ietfronte ! lﬁcadp demas, u"
también satisface cualqui ¢pn§li"'<§i6n de onté"raJ espemﬁ'cada) 5¢ éll que wix)
debe de satisfacer la ._3 11 mogenea _de _las ‘niéfgf-esenmales
especificadas. Asi, usando la notaci de la solucion

I"."‘.

Entonces la Ec 4.16.2 puede'ulkscri
|

| |

Si B( du, u ) es simetrico, pld)de ‘

H-r:.- 1 4 ..2:- . . '\-:!.'
donde S = “ a
" ; L
; 2 —~ | It I;::‘*'. (4 16. Sb)

siguientes identidades:

Para llegar a la segunda linea de la Ec. 416. Sa, eutdi

L
s [ ot [ %) o
0

0

L
= %b '[J u%:—-d—-:dx —S[H(H H)]

(4.16 6a)
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oL

(du)= |Sugqdx+du(L)Q,

o)

= E‘}L I:qdr +u(L) Qo} 5 S[I(u)]

Note que la clave en la derivacion del funcional 7 («) de la forma débil es la linealidad y

(4.16.6b)

; 1
simetria de la forma bilineal B(w,u). La relacion B(8u,u)= ESB(u,u) se cumple solamente

si B(w,u) es bilineal y simétrico enw y u. Asi, siempre que B(w,u) sea bilineal y simétrico,
y Ifw) sea lineal, el funci adratico)asociado es dado por la Ec.4.16.5b. Cuando Bw,u)
no sea lineal en w y./is; pero-Seasimétrico, el funcipn puede ser deducido, pero no de

laEc4.16.5b. " \{

'

<

La Ec.4.16.|1r?ef>re nta la

extremo. Pay __-E?’}ﬁée nas d
1 'E

potencial total, y la
" 1

S
n@jﬁ:ﬁl Ifu) tenga un valor

!

representa el funcional de la energia
pio'de la erf)::érgia potencial total:

it ;
e, energia potencial total

I\
De todas las
I(u) sea i minimc thign satisface ald ecuacion ifere'lircial Jjunto con las
condicionés d Fhatal Fes4.15.1. ;,

al es *a misma que el enunciado

e no estén en el campo de la

; alginsignificado energético, pero ain

es util para los # ematicos péra_con sidq':'ra la existencia y unicidad
A =7 ey '\ |¢

En otras palabrﬂs, 1
del principio de¢|la

b1

L% 8
5 i
S

&

ponderada, y la forma débil existird-siempse!qee elorden de la ecuacién sea de orden dos o
mayor. Sin embargo, no todas las ecuaciones admi rmulacion funcional. Para que el
funcional exista, la fom}msoc}dda‘ deb_e/ er 'simiétrica en sus argumentos. Por otro
lado, los métodos variacionales y el metodo del elemento finito no requiere un funcional; es

suficiente tener una expresion integral o una forma débil que resolver. Si uno tiene un
funcional a la mano, la forma débil se obtiene tomando su primera variacion.

17. Teoria clasica de placas. La teoria clasica de placas se basa en el campo de
desplazamientos (ver Fig.42):

ay (4.17.1)
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donde (u,, u, us) denotan los desplazamientos del punto (x,y,z) a lo largo de las direcciones
X, ), 2., ¥ (u, v, w) representa los desplazamientos de un punto sobre el plano medio (x, y, 0).

Las ecuaciones de movimiento de la placa pueden encontrarse utilizando el principio de los
desplazamientos virtuales, el cual también nos proporciona la forma débil para el modelo del
elemento finito. Para una teoria lineal basada en deformaciones infinitesimales y materiales
ortotropicos, los desplazamientos del plano medio (u, v) estan desacoplados de la deflexion
transversal. Los desplazamientos del plano (w, v) estan gobernadas por las ecuaciones
discutidas en los capitulos anteriores. Por lo tanto, discutiremos solamente las ecuaciones
que rigen la deflexion (flexion) w y el modelo del elemento finito asociado.

N
; 1.
Las deformaciones lmealesxdq-}plda :

> & i —. o
8, £ \ A [ (4.17.2)
Yo %;8,3\‘ azu: ’
2 By
ye,.=0,¢,.=0y¢€,=0
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Trabajo virtual. El principio de los desplazamientos virtuales para nuestro caso €s

odw
j [ o 8¢, +o0,0e,+20,, SEX".]dV = .[f(x,y) S w dxdy — j[~ M, —67+V" Sw) ds=0
1-! I-'

Ec.(4.17.3)
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La Gltima integral, es una integral cerrada sobre el contorno del elemento. Los términos en la
integral de volumen representan la energia de deformacion virtual almacenada en la placa.
Las dos ultimas integrales, una definida sobre el plano medio Q°y la otra sobre la frontera
I ¢, denotan el trabajo virtual hecho por la carga f{x,y) distribuida transversalmente y las
cargas sobre la frontera M, y V, (ver Fig.43).

2h |, llﬁphe) y los desplazamientos,
ey unicamente, y funciones

|
Debido a que e& volu
deformaciones H esf
I

de Zz, | |
AN !.".I"J
A \e
4 1, (4.17 4a)
N 3
podemos escribir a la integra 7
L —— T e
NG e : /”,.-,5)3/
.\_"‘:_'_‘__ ! : ,TJ
= ‘[F?Ey,gﬁibﬂg_ FDa(x.y) &didy (4.17.4b)
i —h/2

Sustituyendo las Ecs.4.17.1 y 4.17.2 para los desplazamientos virtuales y deformaciones en
la Ec.4.17.3 e integrando con respecto a z, obtenemos

¥ ayz xy axay
Ec.(4.17.5)

o' ow 28 Foats)
L[-Mx M - —2M w~fSW)cf:cdy- j[~M,,@+rf,,6w]¢s=o
on
rf

don(?le M., M, y M,, son los momentos flexionantes (ver Fig.43), y la Gltima integral, es
una integral cerrada sobre ¢l contorno del elemento.
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3 i hi2
M, = (o, zdz, M, = o, zdz, M_= |o,, zdz (4.17.6)
-h/2 ~h2 -h2

Note que M, y M, . denotan los momentos normal y torsionante sobre la frontera, y V,
es la fuerza cortante. Puede demostrarce que, para un material ortotropico lineal, los
momentos flexionantes estan relacionadas con las derivadas de la deflexion lateral w :

M

X

¥y

2

-2 2 2
:—[D — Duaw], M =_(Dugx—w+Dzz_

n5 . P

— Ec.(4177)) 4
s S PR W

.-"‘I. i | | - ¥
o I’ - J | [ . i
donde D,; son las ngndecﬁ_sf‘giél lac AN o 7
e Y = 5 ™ '._!."HTE. Ty :,. = :
LSy = Wl 73 .
. P4 E h .. 1)_ | S . h
= Al p

'II|

y las v, son los modulos dellPoi By foiig !
Las fuerzas en las fronteras M,, - pueden relacionarce 4 M. , M {., tediante

M, =M, n3'||+
e

=0, 0
0,=0 Gg . (4.17.9)
M, =(M, =M

=6Mx xW ~ _ ..-y-'-f_'-. ;
x ax ay I“‘\_{‘:‘L..' :\‘. axr'_,f' oyj?"/" 1‘:__-'_4

N L

donde n, y n, son los cosenos directores del vector normal unitario a la frontera I .

Sustituyendo la Ec.4.17.7 enla Ec.4.17.5 obtenemos la forma débil del problema:

*w azw] o*ow ( Sw azw) o ow
D D
-[f{[Dll axz +Dl2 ayz axz * 12 axz + 22 ayz ayz

2 2
T —Swf}drdy— I(-Mu%ﬂfnéiw) ds=0
T

(4.17.10)

+4D“—a;a; oy
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en la cual la Gltima integral es una integral cerrada sobre el contorno del elemento. Es
ilustrativo notar que la ecuacion diferencial que gobiernaa w es:

o* 8w &w) & &*w &*w 0* o' ) L _
pw [D" = + D, Qyz] + ayz D, P +D,, 6y +26x6y 2D oy =0
Ec.(4.17.11)

Observe que las expresiones entre paréntesis son los momentos flexionantes —M, , =M, y
—M., , , respectivamente (ver Ec.4.17.7).

Por supuesto, podemos construir la forma.dqbll dela Eq 4 17 11 usando el procedimiento de
los tres pasos, descn ater g mei Asx,’hﬁ n_cm@,s
' ]

donde v d W nmm la leu s : é retar como la primera
]

variacion, 8}(/ n cérfadas sob 1: *frontera del elemento.
Ahora, convéEic"emos ! con espe O V- rdena ' rectangulares (x, y), a

unas con respecttm Ias &;2 - ﬂ lo usaﬂfos las identidades

;‘5 @) W )
|~ 2
-&E'ﬁ;—a; _;x:)af—a:—"'\'\___ :nx-g+nya (41713)

- ov ov )
J‘UQ,, ds+ J.(an M, + . M, |ds (4.17.14)
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donde O, , M, y M, son las cantidades definidas por la Ec.4.17.9, y las integrales se

evaluan sobre un contorno cerrado. El segundo término en la segunda integral es integrada
por partes para llegar a la expresion

A aMns aU
= J[“[Q” 5 J_EH_M"}L; (4.17.15)

La expresion en paréntesis es denotada por F,, y su especificacion en la frontera es
conocida como /a condicion de fronter rq de Kzrchhoﬁ' §uponemqg§£ue [UM ] =0,

i

'8

Empotrada n\\

Condiciones de frontera pagl

'.|'

w = 0 "l'l||
$.=0 '||| M}
$=0 |

El modelo del elemento fi mtg}, fers
Ec.4.17.10, esta nos sugwrﬁ ey alesl..' involucran la
espemﬁcacmn de la defle @ﬁas cuales

nto, las finciones de interpolacion
para w en el modelo del elemenbs,ﬁamto debe e w, Ow/én y éw/és sean

continuos a través de las fronteras dBIOS-ﬂemW I’j_o u¢' owjon y ow/ds

se relacionan con las derivadas global@% y ?v/ay W s relaciones (son las
inversas de la Ec.4.17.13)

o oy O OB G e (4.17.16)

m Cam Pyres ey e

Asi, las variables primarias en los nodos deberan ser ( esto se sigue directamente de la
Ec.4.17.12)
ow ow
w, Ry el
ox oy
Los elementos finitos que requieren la continuidad de w asi como las de sus primeras
derivadas son conocidos como elementos C' .
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Suponga que w(x,y) esuna funcion de interpolacion de la forma

n

W:ZAJ.d)J (x.) (4.17.17)

ji=1
donde A; denota los valores nodales de w(x.y) y sus derivadas, y ¢, (x,y) son las

funciones de interpolacion de Hermite. Un elemento rectangular con cuatro noc.:lf)s, y con
w(x,y), ow/dx, éw/dy en cada nodo, requiere un polinomio de aproximaciéon de 12

términos (n = 12) para obtener la expresiones de ¢; :

" L 2 ) 3 ¥
W=a,+a,x +a3l)rf&ﬂm : : :
o | Bk
e , > b
Este no es |ﬁ)}oljn6nﬁo completo. de cuar
o] triangulo de

o 8

T
mio completo de tercer

\ ¢ N po ipleto de cuarto orden esta
grc;lien, de aqhtggb 0o " lu -P;cxscai m polinomioy -—-*.'I.'o e cu
ado por: i
. ":"., . if Orden
I||II |'I|II 0
| |
IH| ) ~ | !
| e K || 2
{| s, I ! 3
{ Il k 'I £ X # '| | -
ik 2 ) ]
I.‘:\'. 7 Y | / ',’y 5
- i i ¢ _xyf; = y6 6
Note de la Ec4.17.18a'qH # 4 lo largode cualquier linea con “x”

constante o “y” '“‘fsgnstan . arg0'd %@/ ado, hgyf.ﬁ’és nodos y dos valores (w y
su derivada normal ).por nodo- .- finir la-variacion cubica unicamente. Por lo tanto, w
queda unicamente definidz 1o largo de 1a frontera de& _elementos y es continua a lo largo
de las fronteras de los" eneés*mtgma‘s Lj.u«:ﬁeri' da normal, digamos, ow/dx sobre la
linea x = constante, también varia de manera cibica en y a lo largo del lado. Ya que
unicamente dos valores de éw/dx estan disponibles sobre la linea, la variacion cubica no
puede estar definida de manera tunica, y la continuidad de la pendiente de la normal no es
satisfecha. Ademés, &’w/éxdy no es univaluada en las esquinas del elemento. A los
elementos que violan cualquiera de las condiciones de continuidad se les llama elementos no
conformes. Asi el elemento rectangular con cuatro nodos y w(x,y) representada por la
Ec4.17.18a es un elemento no conforme. A pesar de esta deficiencia, nos proporciona
buenos resultados.

w=a,+ax+a,y+ax’ +axy+ay’ +a,x’ +a,x’y+axy’ +a,y° +a,x’y+a,x’y +
3 3:2 2.3 P
ApXY" +a, XY 8, XY+ X7y
Ec.(4.17.18b)
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El elemento de cuatro nodos con w, dw/dx,dw/dy,c*w/dxdy como grados de libertad

nodal requiere un polinomio con 16 términos, como el de la Ec.4.17.18b ( que se obtiene
del producto tensorial de los polinomios cubicos de Hermite unidimensionales). Este es un
elemento conforme. Los elementos placa rectangulares conformes y no conformes se
muestran en la figura 44.

Sustituyendo la Ec.4.17.17 y a dw=4¢; (i=1,2,...,n) enla Ec.4.17.10 obtenemos el
modelo del elemento finito

(4.17.19)
donde I,
a2 ""‘x
K S
i Efﬂ*‘(c@. 17.20)
(4.17.21)

i
[K ‘] es la matriz de “ﬂg‘&f del' éle
{Q‘} son los grados de TiE/e.l:@d noda

sobre la frontera de la placa. H“‘xw d
N o=
1.&{&_ ;
1 3_T T4
Elemento Elemento
cubico cubico
de Hermite de Hermite
conforme no conforme
L 2l e 2|
( ow ow asz [ ow aw)
Wy—vn L e e
Ox dy oxdy ox oy
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18.- Polinomios de interpolacién. En el apartado anterior dijimos que para encontrar los
polinomios de interpolacién del elemento rectangular era necesario efectuar el producto
tensorial de los polinomios cubicos de Hermite unidimensionales. Por lo tanto ahora
procederemos a encontrar estos polinomios.

Los polinomios cubicos de Hermite unidimensionales deben de satisfacer las siguientes
propiedades de interpolacion '

w(x,)=w,, w(xe+])=w2, 8(x,)=6,, 6(xe+])=92 (4.18.1)

donde el subindice e denota el numero de nodo en el elemento; estas condiciones son
equivalentes ha que %&lﬁ 0 X, del e;'lélheptc}.bu'inﬂ-xm sional existe un desplazamiento
lineal w, y otro a.n'éu Tofe e tras que en _x ﬂ “existe el desplazamiento lineal

T
g
-
- "
h E’“ wa y otro angular 92"3.: - -y
- rf:h | % ffﬂ”
: L Como hay ‘ju mE:r ) (qu_fpc'}r nodo), debemos de
AR seleccionar d poli mi ) nomld CubICO) para expresar a
-x o\
H h I|'|'| 'III'I
e o \ herer | ol Ve 11 |
m I Ecavfe)=¢, |+czx+c}rx} o (4.18.2)
1 I TTITR ] 'y
2‘ - 1 ==V A el — R
Ll [| - . - fl
I'l I.'
n n Ahora ex;:rresar‘é\moc 3 1ar1ﬁ;$ nodales (desplazamientos
generalizados) -,.| II"
ﬂ .-' Il‘l 1 .:!'.
g A 4 >
Syl T : o dPV
- uf =), o ) =(-2)
‘ ¥ r x=x-l+1
- =
-
ol :' de tal manera que las condiciones de la Ec.4.18.1 sean satisfechas:
e
: : = w(xe) = ¢y +¢yx, +c3x2 +c4x2
H ' ue =¥ L 2
25" o =—Cy —209%, —3cyx,
‘ (4.18.3a)
U3 =W(Xon1) = €1 +CpX g +e3x0 +ogxl,
uj = (‘ f’}'_) —ch =Bk ery — Segkn,)
Cfx X=X

e¥]

1 . 3.y
Ver J. N. Reddy “An Introduction to the Finite Element Method” . pag. 147, 1993
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0, en forma matricial

” B3
s bion bl i Yoot |
wy| |0 -1 -2x, —3x2 ¢5
= (4.18.3b)

us 1 2 3 s

3 Xetl Xex1  Xeq =

e 2 54
Uy _O =1 = 2xe+] - 3xe+l J .

expresando los ¢; en término de los u{, w5, uj y u4 y sustituyendo los resultados en la
Ec.4.18.2, obtenemos

. (4.18.42)
s
st hacemos x,,, ;' tenemos
2 "II‘.
) x-x, | i/
¢, =1-3 n
3 (4.18.4b)
e
3 he
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Fig 45

Observe que las funciones de interpolacion cubicas en las Ecs4.184 se derivaron
interpolando tanto a w(x) como a sus derivadas en los nodos. Dichos polinomios son

conocidos como familia de funciones de interpolacion de Hermite, y los ¢j en la

Ec.4.18.4b son conocidos como funciones de interpolacion cubica de Hermite.
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Las funciones de interpolacion ¢j pueden expresarse en términos de las coordenadas

locales ¥ (ver fig.45), mediante la siguiente transformacion de coordenadas

E=x+%

asi, los polinomios cubicos de Hermite, se pueden expresar como

. . _."'
Las condicio

(4.18.5)

(4.18.62)

(4.18.6b)

donde ¥; =0 y X, =h,, son las coordenadas locales de los nodos 1 y 2 del elemento

Qe =(xe,xe+1).

Recordemos que el propdsito de haber desarrollado los polinomios de interpolacion cubicos
de Hermite es el de poder realizar el producto tensorial. de dichos polinomios
unidimensionales, para con ello obtener los correspondientes a un elemento rectangular

conforme.
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El producto tensorial sera:

Pl ds by 0y, ]
0y by by Oy |

[4»3 W J:
¢4 ¢l ¢12 ¢]5

i
i\

de interpolacion que obtend

También es conveniente (pa %:r
Lol
naturales £ y m (Ver fig.46):

I

=|

v,

ERIT

-1.-1)

Fig 46

Utilizando estas coordenadas naturales encontramos que los polinomios de interpolacion
para el elemento rectangular conforme seran:

108
Provecio be Mimitalizsacion be Tesis
R esponsable FF1. . Albeerio JPebdro P orandl HFlebina
Colaborabores: Estanislao Ferman darcia
AL B, Euringue B obrigue: FHlaogana



Fnstituto oe Ingenieria
ddninersiDan Peracrusanda

Uesis ne FHlaestria

Elemento cubico de Hermite:
funciones de interpolacion para

u —€+2)’ @& -2 (n+n) (m: -2)
= 1 2 - -
O%r; -"1—6731'(&4'5:') (&&f‘l)("l"‘n:‘) (mm; -2) @188
o —Ler) e -Inen) -

52 1

Y =€, (& ;) (EE; = 1)11, (n+ﬂ) (Tm,—l)

/f e e

.

para el nodo i , (=1} + yan,ison las s de i-ésimo nodo del elemento.
Las mncxoqegﬁ'g int ’Bﬁﬁn a"{ -_f,“ =l lar no co;ulbﬁme son:
) , S
L_‘j ‘ ] ‘.;""];"‘--’F'.':l"'-'I 2
\ nn, &7 - ')
|I'.. II.'Ilu
".\'u - 1) (4.18.9)

para i=1,...4/|
19. Integraciéﬁ, n
utilizar elementos cu
de éste; por.-%émplo
mala represehfa,clon d

el tipo de elernen

e fgnna irregular debemos de
tener una buena representacion
: 4 ectangulares, que nos darian una
men % dlares. Péﬂg al hacer este cambio en
ﬁ@ﬁ , los polinomios de interpolacion que
3 ol dplicables a elementos rectangulares, y ademas
que es mas facil eval&a: ‘mmg{lcarnente'l"—s integraleéspara este elemento que para las del
elemento cuadricular. 7y \o
Los métodos de 1ntegrac1on numerica, coﬁlo el de la cuadratura de Gauss, requiere que la
integral se evalue sobre un dominio especifico o con respecto a un sistema de coordenadas
en particular, mas concretamente, requiere que la integral se exprese sobre una region

cuadrada Q de dimensiones 2 por 2, y que el sistema de coordenadas (&, n) utilizado sea tal

!ﬂ,
11
oles
(& l

que —-1<E<I1, —~1<n<1. Cuando nosotros transformamos un problema en coordenadas
(x, ¥) a uno en coordenadas (%';,n) lo que estamos haciendo es transformar tanto la

geometria del elemento como su ecuaciéon diferencial, teniendo como consecuencia unas
expresiones matematicas mas complejas, que a su vez complica una evaluacion analitica de
las integrales.

Es por eso que la transformacion de las integrales definidas sobre €l elemento Q° se tiene

que hacer de tal manera que las nuevas integrales definidas sobre el elemento Q no
presenten problema alguno al cvaluarlas numeéricamente, €l Unico proposito de esta

109

Provecto De Digitalisacion be Tewis

Wesponsable FFL. 3. Albreerio JDebro L orandi FFledina
Colaborabores: CCstanislao Ferman dHarcia

AL B, Furigues Bobriagne: HFlaogana



Mnstituto e Inoagenierida

dIninersiDan Peracria

LA OX

-
>

Uesis oe FHlaestria

transformacion es la de poder evaluar numéricamente a las integrales. El elemento Q es

conocido como elemento maestro. Por ejemplo, cualquier elemento cuadrilatero puede ser
transformado en uno cuadrado, con dimensiones 2 x 2 para poder evaluar las integrales
definidas sobre el elemento cuadrilatero por medio de la Cuadratura de Gauss.

La transformacion entre Q° y Q. o equivalentemente entre (x, ¥) y (€.m). es efectuada
mediante una transformacion de coordenadas de la forma

m
x=Y xfuiEm),  y=Yyi05En) (4.19.1)
j=1 j=1

donde \I;‘j denota a las funciones de, interpolacion del clemento finito para el elemento

) __,W' .-" ' J‘ r"',r ,"‘l L W
-:\.z.:,-_ 7 1 f = E‘Jﬁ: lr'.ll'\

y=y(l.n)

\ =ExY)

n=n(xy)

Fig.47

Considérese como ejemplo a el elemento maestro mostrado en la Fig.47. Las coordenadas
para el elemento maestro son (E_,,n) tales que —1<£ <1, —1<n<1. El motivo por el cual
se eligio este sistema de coordenadas es el de evaluar las integrales mediante la cuadratura
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de Gauss. En este caso, las W denotan las funciones de interpolacion del elemento
rectangular de cuatro nodos mostrado en la figura (es decir m= 4). ALa transformacion dada
por la Ec.4.19.1 convierte un punto (&,m)en el elemento maestro € a uno en el elemento
Q¢ y viceversa si el Jacobiano es positivo definido. La transformacion convierte la linea
£ =1 en Q, en una definida paramétricamente por x = x(1,m) y y = y(1.m) en el plano (x,

»). i
Por ejemplo, considere la linea & =1 en el elemento maestro €2. Tenemos

(4.19.2)

If}
anto ellas definen una linea recta.
g fornil'ladas en lineas rectas en el

nciones lineales de n. Por
—'-_l_},n__+1 y ‘_t].-!'{i son
elemento Q°. En ctakaEaJF._ elemento ma}g%'
transformacién lineal, en un element dﬁdd@laﬁo (es ¢
no son paralel,lils) ersamente; Q"ag melé?qémo Cuia
transformado el’;{pl ) b

leu@b . d:bg, (
En general, la(s)\lvan :

]
de la forma

Claramente x 1y y |s
Similarmente, léls line;

es tiansformado, debido a una
Fun eﬂemento cuyos cuatro lados
il ero"' de una malla puede ser

bre elélano (&.m).

prq!i{iman mediante expresiones

(4.19.3)

N i

Las funciones de mterpdgc _ﬁﬂ% qu?-san us&% a aproximacion de la(s) variable(s)

dependiente(s) son, por lo general, dxferentes de las ¢ ; usadas para la aproximacion de la

geometria. Dependiendo del grado relativo de las aproximaciones usadas para la variable

dependiente y la geometria, las formulaciones del elemento finito se clasifican en tres
categorias.

1. Superparamétrica (m > n) : el orden de la aproximacion usada para la geometria
es mayor que el de la aproximacion usada para la variable dependiente.

2. Isogaramétrica (m = n) : se utiliza el mismo grado de aproximacion para la
variable dependiente y la geometria.

3. Subparamétrica (m < n) : el orden con el que se aproxima la variable dependiente
€5 mayor.

Orovecto e Digitalisacian i}-l-e! AL eEis

B esponsable FF1.FH . Albreerio Pedro T orandn FElebina
Colaborabores: €stanislan Jfermman ¢arcia

AFL. B, Fuarigue Bobrignues: FHlaogana



P e racrusarda

Mnstituto D Inogenierida

JdIninersinan

Tesis be Hlaestria

20. Transformacién de coordenadas. Debemos recordar que la transformacion de un

¢lemento cuadrilatero de una malla de elemento finito a un elemento maestro Q es
unicamente para poder evaluar numéricamente a las integrales. No hay una transformacion

fisica de un dominio o elemento involucrado en un andglisis de elemento finito. Las

ecuaciones algebraicas resultantes de la formulacién del elemento estan siempre entre los
valores nodales del dominio fisico. Diferentes elementos de una malla de elemento finito
pueden generarce del mismo elemento maestro mediante un transformacion de coordenadas.
Elementos maestros de diferente orden definen diferentes transformaciones y por lo tanto a
diferentes mallas de elemento finito. Por ejemplo, un elemento maestro de orden cubico
puede usarse para generar una malla con elementos cuadrilateros curvilineos de orden .
cublco Por lo tanto, con la ayuda del elemento maestro apr0p1ado podemos generar
de-un elemento maestro
ntos, o que no se

traslapen también. A ‘i:
Cuando transformamos a: n elemem:' ) "

Wm&‘:‘l ‘de-cemer o finito, “ﬁgu elemento

""" mtegrares el 1m3g1:§mdb debe de
expresarse también en terhngt}d de as-eoardenadas(&, 1) del elemento-mas stI‘bEPbr ejemplo,
considere la siguiente mtegral . |

i| (4.20.1)

anfb debemos de

a transior @Qserve que el
. sino das con réspecto a las

héméd z a las dem,aaas parciales en
coordenadas globales con sus conti‘apartes& oordenddas locales, medmnte laEc4.19.1.
Las funciones ¢;(x,») pueden ser exﬁ;g:sadﬁs en tex;m.mo de )ﬁs’ wor;fenadas locales £ y n
mediante la Ec.4.19.1. Por lo que, utilizando" 1a-‘regla—de la cadena de la diferenciacion
parcial, tenemos:

207 _ o o'x 2% (g} Py a%( ) 7 &y

El integrando es una ﬁmcmn' 'de
reescribirlo en término de..g Y n ~
integrando no solo connen“é'a las fun

agz*axagf’- ox? oxdy &£ &7 » &
o7 _ o0 62x+62¢:’(_] Ll ay (o (_) 7 &y
o & ot &t \¢ axiy onon | oyt \on) | oy on?

Po; _Ceiaa Feiay o Ox Fxy FHIY, ¢ &
Eon o Eon Gvy &on ox &on Gy ond o N a}oaan

Ecs.(4.20.2)
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Las cuales podemos escribir como:

@ PR N L I P B S S Y

(24 [ET [sz 2y (P T Tyl
an’ | |\on/  \om onon || @ | | an°  on’ || b

2oc| |xox Yy xdy Zy||e| | Px Fy |\ ¥

éom &om omd& &om M& || agy) |Edn &dn

s de ¢; con respecto a las

de la transformacion

I (4.20.4)

De la Ec.4.20.1" ue debémo: ar ~
globales con lash% arcidles en \coordens das locdles y esta relacion se nos
proporciona en la Ec \\20 3 Asi

»--:_-:w. - =
&N~ O

A
(62¢¢) IEARES &y | ]
o’ & | | & & |(a¢
62 e b az e 2 2 ﬂl
<ay;¢2'>:[.]] 1) a:; - (‘;’2‘ 2.1)2} a(: (4.20.5)
_6_2¢i 62¢f x 62y oy
| &xdy | (|@én| |&én a&én | )
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Esto requiere que la matriz jacobiana sea no singular, lo cual se cumple al ser ésta positiva
definida.

De la misma manera podemos decir:

a) & o(ar
x| |® &| %
a¢: _E ua_y-. %’ (42063)
én) Lon onj( oy

donde

. S .I_..-"III \_\\
. -(4.20.6b)
e
—1 &y

m
ox i
X d

&

Ecs.(4.20.7)

Regresando a la evaluacion numérica de las integrales, tenemos de la Ec.4.20.5, que el
jacobiano inverso lo podemos escribir como:
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Mo s
i E[J*] _ J;] J'_;z J;3 (4208)
Jn Jn Jw

asi, esta Ec.4.20.5 la podemos escribir como:

B ==
< : "' '. ]’a‘bf

v __..--- ,\. 7- d JI'\. =y : > - '--é2 = =
fff},, P R ?...p;; e G _% £%1 (4.20.9)
|'.@}I'!r‘?‘ ; @"2 - --u - e aﬂ. -Q[l. ':'--li:@b'i
\»{J ANV S I EA BN
"'.i'u|i : \[o5on ] | &€ eull .’ y
"%“5 TE: ok I
1 e | e il
- — | Eoeal |
en donde J; ; eH el el &n la pos ﬁQl\ Ffru{lﬁdﬁ' c*e la matriz jacobiana.
f| =t - r- l||
El elemento di{le:remti area &4 " 1es "t'ransformado en
.-"F'f’lu ¥ [ I . II‘I Yy
% N 420.10
."\..\'I\.| ..."}.’

A
o oA
en el elemento maestro Q.

Las ecuaciones 4.20.5, 4.20.7, 4.‘90__8_6 4.20.10 nos proporcionan las relaciones necesarias
para transformar las expresiones integrales sobre cualquier elemento Q° a sus equivalentes
sobre el elemento maestro Q. Por ejemplo considere la expresion integral de la Ec.4.20.1.

Suponga que la malla del elemento finito es generada por el elemento maestro Q.
Utilizando la transformacion de la Ec.4.19.1, podemos escribir

= LF(é,n)dédn

la cual puede integrarse facilmente utilizando la cuadratura de Gauss.
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21. Integracién numérica sobre un elemento maestro rectangular. La evaluacion de
integrales de la forma

J.;?(x)dx 421.1)

por métodos exactos es a menudo dificil o imposible debido a la forma complicada del
integrando F. En estos casos es necesario utilizar la integracion numérica para evaluar de
manera aproximada dicha integral, y también es necesaria cuando el integrando depende de

=  cantidades que son conocidas Unicamente en algunos puntos discretos (problemas no .
P 2 lineales).
< = v )
‘i- “ | - !.-" {r .“l |- r '] iy
n i: La idea basica detras de todas lasT’{ec cas.d ll‘ltegracmn n es,la. de encontrar una
& N H funcion P(x) que sea una aproxi da de la de F(x) ;y:a imple. para integrarla.
o =  Los polinomios de mterpaiacmn de.~- tados - cuales interpolan al
m ™  integrando en n+1 pun I mtervalo {& b] a-miEm pfoducm una ftmc n‘ﬁﬁlecuada y
m L ademas poseen la desea —phjplp e ser szmzim{lﬁ ¢n. Efi-ta Fig 48 se
& &  ilustra la aproximacion de 7a funci DO el cual ‘concuerda
m - con la funcion F(x) en los pilmtos m gto de 'l'a Ec4.21.1
w ; esta dado por el area bajo 1a\curva £ ]
o ; ||IIH
- |
M »'
. |
h II|l
r‘ -ll‘ll
Foy
QR e
-
- U
-y
- ™
oille
[
-
- =
m M estadado por el area bajo la curva P,(x). De aqui notamos que la diferencia (error en la
ﬁ aproximacion) E(x) = F(x) — P4(x) no siempre es del mismo signo, por lo tanto el error total

en la integracion puede ser pequefio (debido a que los errores positivos en una parte se
cancelan con los negativos de otras), aun y cuando P,(x) no sea una buena aproximacion de

Fx).
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Los métodos de integracion numérica mas comunes se pueden clasificar en dos grupos
basicos:
1. La formula de Newton-Cotes que emplea valores de la funcion en puntos base
igualmente espaciados.
2. La formula de la Cuadratura de Gauss que emplea puntos base que no estan
igualmente espaciados.

Cuadratura de Gauss-Legendre. Como se menciono anteriormente, el método de Newton-
Cotes se basa en que los puntos base x; estan igualmente espaciados en el intervalo [a, 5];
por lo tanto si conocemos el intervalo y el nimero r de puntos base, podemos conocer la
ubicacion de todos estos puntos base x; . El método de Gauss-Legendre se basa en la idea de
que estos r puntos Se. A0, s0n conobufbh'ren un 'pﬂ,ﬂglgg por lo que tendremos 2r + 2

eﬁc:entes dé; P _:"w; ¥ puntos base x; .

'\— -|

Los puntos ‘%ase Xp=- y‘*ﬁﬂﬁcM lgﬁ'w;—“seaéligen de anera que la suma de
lasr + 1 fuﬁmﬁ es‘evaluadas en los base y mulnphcadaq jor los coeficientes pesados
nos den el v Xact i : nﬁe—de grado 2r + 1 o menor.

T)wy (4.21.2)

en la cual w; son los

Legendre P,. ,(Qﬁ] !
|ﬂu'al
- ]: ||u i 1
': ‘51 - (4.21.3)
= :!'" . .

Para cada r se pueden ‘calcular loé'"fsctores-pfsados ﬁ:@ﬂtps de Gauss para la cuadratura de
Gauss-Legendre; a conmfggcaoh‘:g,‘ldrcarpes aque}w's’a dosparar=1,..6,:

Puntos &, r Coef. pesados w ;
0.0000000000 Formula de un punto. 2.0000000000
+0.5773502692 Formula de dos puntos. 1.0000000000
0.0000000000 Férmula de tres puntos. 0.8888888889
+0.7745966692 0.5555555555
+0.3399810435 Formula de cuatro puntos. 0.6521451548
+0.8611363116 0.3478548451
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0.0000000000 Formula de cinco puntos.  0.5688888889
10.5384693101 0.4786286705
1+0.9061798459 0.2369268850
1+0.2386191861 Formula de seis puntos. 0.4679139346
+0.6612093865 0.3607615730
+0.9324695142 0.1713244924

La cuadratura de Gauss-Legendre es preferible a la cuadratura de Newton-Cotes, debido a
que la primera necesita menos puntos base que la ultima. El error en la aproximacion es
igual a cero si la (2r + 2)-ésima derivada del integrando vale cero. En otras palabras, un
polinomio de grado p es integrado.de/manera exﬁbﬁa“ﬂﬂmleande-q_'\?--yz (p + 1) puntos de
Gauss. Cuando p + 1 es nnpardégim'pgs mar €l entery’' mayor mas pro

N T

x"'-‘-' .,

fEBo,

| "'*‘-:'\'". o

1 b L

=
En las formulaciones de 'éllemen
funciones de x, por ejemp\l'c? b4 sus derivadas. Para poder-
debemos de transforma F(x'}'I n F(EYa cﬂ@era expuesl'éi et ellapz

1 i | T ¥ -~ '

.

La formula de la cuadratura de 1-elemento maestro ‘
derivarse de la formula de la cuad de Gauss unidimensional. 'ﬂ‘
— L:’ \ILI:IJ—L ,._-.: =S

P e raACcCriuusarnda

o5
- T R R
3 i ; i .

e —_ ....I-"

e

.,.‘I. _.-_'.-_T:..:‘::_.h___ ) F:E'T‘ ;
donde M y N denotan el nimero d@';._lgs puntos de-cuadratira e'x_m_.ﬁg direcciones & y 77,

(&, mr) denotan los puntos de Gauss, y W; ?W; denotan los correspondientes factores
pesados de Gauss. La seleccion del nimero de puntos de Gauss se basa en la misma formula
del modelo unidimensional: un polinomio de grado p es integrado exactamente empleando
N = Ent.[Y(p + 1)]; que es el menor valor entero mas grande que '2 (p + 1). En la mayoria
de los casos, las funciones de interpolacion son del mismo grado para & y 7, y por lo tanto
tendremos que M = N . Cuando el integrando es de diferente grado para £ y 7, el nimero
de los puntos de Gauss se seleccionan eligiendo a el polinomio de mayor grado.

En la siguiente tabla se da informacion de la seleccion del orden de integracion y la
localizacion de los puntos de Gauss para elementos lineal, cuadratico y cubico. El maximo
grado del polinomio se refiere a el grado del mayor polinomio en £ o 7 que esta presente
en el integrando (&, 7).
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La localizacion de los N x N puntos de Gauss son dados por el producto tensorial de los
puntos de Gauss & unidimensionales:

&, “(&I’&l) (ﬁl’gz) (&],&N)T
(P A (éf’&‘) N : (4.21.6)
};N L(éNagl) (&Nsay)_

Los valores de los &; son los dados antedonnente.

Tipo de ocalizacion de los puntos de
Elemento tegﬁacxon en el elemento maestro
Lineal
(r=2)
Cuadratico
(r=3)
0561 f T oger
=3 + o] —osal
Cubico 6 4x4 om’) ]
= - —0339
L r=ay N * t g
¢—e|—0339
J- y—l —-0.861
T
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22.- Implementacion del programa PLACA para el anilisis de placas rectangulares.

El punto central de esta tesis es utilizar un programa de computadora para poder analizar los
problemas de placas delgadas rectangulares, sujetas a diferentes condiciones de apoyo y
carga. Como se ha visto en los capitulos anteriores, dichas soluciones ya son conocidas,
pero para poder alcanzarlas es necesario evaluar series, que aunque son de convergencia
rapida, tienen que evaluarce una para cada punto de la placa. Con el programa PLACA
podemos obtener las soluciones para distintos puntos de interés en una sola corrida;
ahorrandonos grandes cantidades de tiempo y evitando posibles errores humanos en dichos
calculos. Ademas los datos necesarios para la corrida del programa son minimos; el lenguaje
utilizado para escribir dicho programa es el FORTRAN.

Comenzaremos dando una descripcion general del programa, el cual consta de tres modulos
generales: P T A

1. Pre procesador:

asi lo desea, para las p]aoqts“?pr
las mallas, los datos de esfas debe

usan las siguientes subrutma,s
I

ini ra generar
0 |de est¢' modulo se

MALLA2DG: Genera mallabl para

[| u
CONECTI: Genera el arreglo {la e?Pecxﬁcada
I.. .""! lf.fll
2. Procesador: ,----I]" Il“: P
() &)
Aqui se llevan a cabo los‘““nalculos p to rectargular, tanto
lineal como cuadratico. Tamblén se imp one ontera de ‘cada problema
en particular, se ensamblan las matcices y estielve el siste ecuac;ﬁnes resultante.
Las subrutinas usadas en este modulo o= . r— -.:-:JH}
..H L .' '\-.3'-.. I__H - .ﬂ.:‘",-' I-. __._.:'.

RIGIDEZ: Calcula la matriz de rigidez [k ] y el vector de f fuerza { f } para
cada elemento de la malla.

RECTAN: Evalia las funciones de interpolacion para los elementos rectangulares lineales.

CONFRON: Impone las condiciones de frontera especificadas sobre las
variables primarias y secundarias.

SOLUCION: Resuelve un sistema de ecuaciones simétrico y bandeado.

INVERSA:  Calcula la inversa de una matriz de tres por tres.
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3. Post procesamiento:

En este modulo se lleva a cabo la evaluacion de los esfuerzos que existen en la malla. Para
ello se necesita la siguiente subrutina:

POSTPRO: Calcula los gradientes de la solucion, en este caso los esfuerzos y los
momentos en las direcciones X, ¥, y el torsionante.

,: Descripcion de los datos de entrada para el programa PLACA.
" .
..: ﬂ TITULO ———- Titulo eh'nolema por resq]ver 80 caracteres.
bl .: TITULOI ——-Ti £ es.
b, ITIPO - Tipo dg e |y e/
i < ITIPO = <bluci ] ﬁ’:No CONFORMES.
: - “I‘:h .’,IT O 2 svolucnbmﬁamt ele entos CW@ME
“ IGRAD .-..---..J\"—‘ ador para 03 ] n‘tﬁgﬁﬁ la unidad de
§ \ pod]
- | IGR 0, N . “procésattiiento. |/
E . IG s , Serequiere post procesamieénto. |/
=7 NPE. —— |Nodshor demente: i
. bt |\FP A {late ; : !
m 2‘ MALIA | P QJ‘{ qiggmaj] por'e pr0|grama
MA ra por elipr grama
& ."_ ot el prog) ara dominios
n n L\ jante #l_'w tind MALLA2DR.
- = r'el"prog ra dominios generales
“ull ‘II""I;'- i MD&
A A IMPRE --—-- "H'Tndlcad os. 7
' ‘E IMQRE - OD ny‘[as matrices locales o
- N s
-y RE?-"E;:aatm nmeél_a'_rr local 1
- p '?B?« as matrices locales del elemento
hal ﬁ-._ y ,.-"{EAU‘:} 7 .}V
- : IMPRE = 2 se imprime el arreglo NOD vy las matrices globales ensambladas
0 [GLK] y {GLF}.
: : IMPRE > 2, combinacion de IMPRE = | e IMPRE = 2.
H % Nos saltamos los siguientes datos si MALLA es igual a uno
NEM -------- Numero de elementos en la malla cuando el usuario da los datos de ésta, o la
malla se genera por la subrutina MALLA2DG.
NNM -----——- Nimero de nodos en la malla cuando el usuario da los de ésta, 0 la malla es

generada por la subrutina MALLA2DG.
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Nos saltamos los siguientes datos si MALLA es diferente de cero.

NOD(N, I) -- Conectividad para el N-ésimo elemento. Estos datos se leen mediante un ciclo
DO, de la manera siguiente: (N = 1, NEM) e (1= 1, NPE).

Nos saltamos los siguientes datos si MALLA es diferente de cero
GLXY(1, J) -- Coordenadas globales X y Y del I-ésimo nodo global en la malla, cuando J =1
se lee la coordenada X, y cuando J =2 se lee la coordenada Y. Los ciclos DO

para Iy Json: ((J=1, 2), I1=1, NNM).

Los siguientes datos se leen en la subrutina MALLMQG y NO SEran necesarios a menos

que MALLA sea mayor que uno. ,,.r,;, «ij_..e—a, N/ 4p a0 —51‘"‘&;?}.._
NRECL  ---- Ntmero dg,hﬁeas qu-. = 11z L =y
= e SO DO S g e
Los siguientes 8 datos se Jeen | O AT ,,\5."__5..
NODI - Primer nodp globs -
NODU - Ultimo noqia globt
INCNOD ---- Incremento nodal|sok
X1 ---- Coordenadaglobs i
Y1 ---- Coordenada globali¥ de IIII
XU ---- Coordenada lob. I
Yu ---- Coordenada glob m ll
RELAC ---- Relacion de ha 10 ' d de!i Aultimo

Los siguientes datos se leeran NRECELjeces pe————

NELI - Numero del primer elet@nt;o del renglon, ',..r" 'T': By

NELU  ---—-- Numero del altimo elemento dehen_éion " 1

INCEL ----- Incremento para el numero del elemento del renglén.

INCNOD ---- Incremento en el nimero del nodo global del elemento en el renglon.
NPE - Numero de nodos por elemento.

NODO(I) --- Matriz de conectividad del primer elemento en el renglon (I=1, NPE)
Hasta aqui son los datos que se leen en CONECTL
Hasta aqui son los datos que se leen en MALLA2DG.

Nos saltamos los siguientes datos si MALLA es diferente de uno.

NX ---- Numero de elementos en la direccion X.
NY ---- Numero de elementos en la direccion Y.
X0 ---- Coordenada X del nodo global 1.
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DX(I) ---- Dimension del elemento en la direccion X, (I1=1, NX)
Yo ---- Coordenada Y del nodo global 1.

DY) ---- Dimension del elemento en la direccion Y, (I=1, NY)
NVPE ---- Numero de variables primarias especificadas.

Nos saltamos los siguientes datos st NVPE =0

IVPE(I,J) -- Niumero de nodo, y nimero del grado de libertad LOCAL de la
I-ésima variable primaria especificada, es decir:
IVPE(I, 1) = Numero de nodo; IVPE(], 2) = Numero del GDL LOCAL.
Los ciclos sobre I y J son: ((J=1,2), I=1, NVPE)

VVPE() -- Valor esggmﬁca:dﬁie la1- gmma variable primaria, (I= 1, NVPE)

.l"rl i:' A 'l = _**H:\% |‘
| 7 _‘C-, :'1. " ,,-'_A‘-jﬁﬁ‘ -"“.\I

5

NVSE ---- 'Nﬁmero dé;\( b @ﬁ&p diferen de cero) :egpemﬁcadas
Nos saltamqmmemes datos “S1~ [VSE 1gual Ecero "“\ e
Nodo nimero de 2

IVSE(J) - _
ésima Ve

IVSE(, Iy=N

Los cic 05- I.—)H.Lseon ((J—*l 2),

VVSE®T) -- VéﬁPre;cauejz_I -ésima-v able

H rerenfvrerll & I

q Freaed B
El - Méthilo | 'ni-,
E2 - Mobdulo | !
ANUI2 -- Relaciéon dePoiss = i
GI12  --- Madulo u'gl el p Xivel S/ |"{-*—_
GI3 - Mgdulo ¢ ‘en el plano X-z~~ Ik\?‘
G723 = 1\/1‘63&&10 co cen ¢ Y-Z. o ' ;-':f
ESPE - Espesogde la aca

| g i 1
FO a0
e - Coeﬁmente‘s"‘-"qtfe déﬁ;{nen la ﬁmCLMie carg)/ a aplicada sobre la placa:
F=FOQ+FEX*X + FY*Y

FY
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Ejemplos de aplicacion del programa PLACA.

A continuacion analizaremos algunos ejemplos de placas rectangulares sujetas a diferentes
condiciones en sus apoyos, asi coma a diferentes tipos de carga. Estos analisis se haran
utilizando los métodos analiticos, y después seran resueltos utilizando el programa PLACA.

ELEMPLOQ 1.- Como primer ejemplo analizaremos el caso de una placa de acero rectangular
de 10m. por 10m. simplemente apoyada en sus cuatro extremos, con un espesor de 0.2 m. y

sujeta a una carga uniformemente distribuida sobre toda su superficie de 1tn/m’

Utilizando la tabla 3, vemos que la deflexion maxima se pude calcular con la expresion:

K ",
ey -,

|"":=!‘“ﬁ."-.l il A
con los datos de nuestro {gf(_;’l_}l/g;ﬁa encontramos que

NIVERSIDA
a=0.0:?406 —P= m—

\ —_12{1-03)
: Al TE
por lo que la deflexion mémﬂa es: | .
I e

iy

T
[}

Whnax
I| |
&
para calcular los momentos, en las
utiliza la formula |
F
u% )max
Ny
(v2)
M, 7
‘) a®

1“_":-,,_-" Hﬁ‘:‘\\. y énrd'_///;’ I;'H-
el momento maximo en la direccion y es igual. EF-mom torsionante para este caso vale
cero.

Por otro lado, utilizando el programa PLACA , y modelando unicamente % de placa debido
a la simetria del problema, encontramos que la deflexion maxima vale:

W (M_r)mm (Mr)m (M’-“)m Niim. de elementos  Tipo de elemento

0.0056275 5.7202 5.1202 -6.6823 1X1 Conforme
0.0055492 4.9217 49217 -6.5348 2X2 Conforme
0.0055463 4.8404 4.8404 -6.5143 3X3 Conforme
0.0055453 4.8162 48162 -6.5057 4X4 Conforme
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0.0069113 6.6019 6.6019 -7.0674 1X1 No conforme
0.0055080 52169 52169  -6.7803 2X2 No conforme
0.0057070 49737 49737 -6.6562 3X3 No conforme
0.0056365 48918 48918 -6.5984 4X4 No conforme
0.0056036 48545 48545 -6.5038 5X5 No conforme
0.0055857 48342 48342  -6.5490 6X6 No conforme

Como puede observarse de los resultados anteriores, los modelos para elementos conformes
y no conformes convergen a la solucion dada por el método analitico. Ademas el elemento
conforme se aproxima mas rapidamente a la solucion comparado con el elemento no
conforme.

Ay
rj r"fr'f'."'l_

4€-aCero, con sus cuatro extremos

Ejemplo 2. Se anayé{ef f :
' ﬁesp"fesor de 0.2m., esta placa esta

empotrados, de}Om de'largorp
sujeta a una edrga unifor; "“"“- it

PLACA.
De la tabla,

Fnstituto e IInoaenieria
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Utilizando el progiagja P
Winax

0.0018083 4.1334 41334 -1.6692 1X1 Conforme
0.0017265 2.5102 2.5102 -1.8598 2X7 Conforme
0.0017270 2.3736 2.3736 -1.6829 IN3 Conforme
0.0017270 2.3344 2.3344 =1.7120 4X 4 Conforme
0.0020197 46165 46165 -1.6572 1X1 No Conforme
0.00191356 2.7783 2.7783 -1.9353 2X72 No Conforme
0.0018188 2.4959 2.4959 -1.7459 3X3 No Conforme
0.0017799 2.4048 2.2048 -1.7618 4X4 No Conforme
0.0017613 2.3632 2.3632 -1.7410 5X5 No Conforme
0.0017509 2.3408 2.3408 -1.7270 6X6 No Conforme

Orovecto e Digitalisacian e Wesis

B esponsable FF1.FH . Slbreerio Pedro T orandn FElebina
olaborabores: ¥stanislao Jferman arcia

AFL. B, Furigue Bobrigues: FHlaogana



Mnstiturto De Inogenmierida
ddninersibDan Peracruasanda

Uesis be Hlaestria

Ejemplo 3. Se analiza una placa cuadrada de 10m de largo por 10m de ancho y con un

espesor d¢ 0.2m. Las condiciones de frontera son: dos bordos opuestos simplemente
apoyados y los otros dos empotrados. Esta placa esta sujeta a una carga uniformemente
distribuida, sobre toda su superficie, con un valor de 1tn/m”.

De la tabla 18, encontramos que la deflexion maxima se puede calcular como:

_ 000192(1)(10*)

=0.0026208

Wmar = 9356007

y los momentos valen :

Wnae (M) e, Tipo
i |
0.0026527  3.2802 | Conforme
0.0026163  2.5357 |, Conforme
0.0026169  2.4730 //" Conforme
0.0026168  2.4560 . || /~Conforme
0.0026169 24490 (i ':g";ﬁlonforme
.ff-’m.
0.0034891  3.7255 £3:690: 1X1 No Conforme
0.0028678  2.7426 3.97057 =, -3.3219 f,l@(z No Conforme
0.0027299  2.5671 3.5963— ‘%3_._0;457‘3____55{%-' X3 No Conforme
0.0026805  2.5100 3.4746 -2.9344 4X4 No Conforme
0.0026576  2.4842 3.4197 -2.9319 5X5 No Conforme
0.0026452  2.4702 3.3903 -2.9120 6X6 No Conforme

126

FOvoprecio e Dumitalizsacian e Tewis

Besponsable FEL. . Albeerio Pebro Foranor FElebina
Colaborabores: Estanislao JfFerman dBarcia

AHL. B, Enrigus Bobrigue: Hlaogana



Uesis ne FHlaestria

Ejemplo 4. Se analiza una placa cuadrada de 10m de largo por 10m de anchg y con un
espesor de 0.2m. Las condiciones de frontera son: todos los bordos estan smplementg
apoyados. Esta placa esta sujeta a una presion hidrostatica con un valor maximo de 1tn/m

(Ver figura 19)

Utilizando la Ec.h del apartado 9 , vemos que la deflexion méxima se puede calcular con la

Wonces (Mx)x ¥, Num de elementos  Tipo
o ;

expresion:
I 0.00203(1)(10*
ot ; W, = (D10*) = 0.00277095
- - Az Y
. T TR O S )
: : Para el calou ;--.;dlehﬁlefs' mdméza?gs"“uswﬁs--’dato;dé la talgla.‘j',ql?n ellos vemos que los
- L momentos valen: — e e~y ""-4,\{";,1;{‘.'
h u '|| III‘II ‘ zI::ill_
m "~ i\ )(10 = 239
h ;‘" !II||I |'I|"
s ;" '.I'H M0 =239
- || [f
m 2 | ;|
| il
& como en los ejempl Lueq'p obtener con el programa
n PLACA, a continuagio este procedimiento:
41 !
) [{ ~
En este caso,,-';gr;ﬁ:.' cue& anes d dia pfé_gg“
- 4 >
'h E ~ _',-'“"
=
-
-
"
‘E
-
-

dIninersinDan

3 ’y=0?-_,_ e
00027940 2428 L) Jwe2 46040/ 2X2 Conforme
0.0027746  2.427 2451 3.9483 4X2 Conforme
0.0027734  2.484 2.440 -3.9369 4X3 Conforme
0.0027727 2.425 2.408 -3.9204 6X6 Conforme
0.0032066  3.4582 2.9724 -4.3548 2X2 No Conforme
0.0029540  3.0805 2.6184 -4.0467 4X2 No Conforme
0.0029038  2.9954 2.5455 -4.0636 4X3 No Conforme
0.0028231  2.8232 2.4488 -4.0205 6X6 No Conforme
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Ejemplo 5. Se analiza una placa cuadrada de 10m de largo por 10m de ancho y con un
espesor de 0.2m. Las condiciones de frontera son: dos lados opuestos estan simplemente

apoyados, otro empotrado y el cuarto libre. Esta placa estd sujeta a una carga
uniformemente distribuida cuyo valor es 1tn/m’. (Ver Fig.37)
Utilizando la Tabla 27 podemos calcular la deflexion maxima mediante la expresion

w_=00113¢gd* / D=00113(1)(10)* / 7326.007 = 001542

y los momentos los calculamos con las siguientes expresiones

A=
(M )xza,fz. ,\’9'0 = d*
o .

r "-\..

(M), =0 gaj;;o 972000 —swg\

g

f"':q‘-».
estos resultados tambiérllquo
valores maximos para la dg

Tipo

owe (M),

0.015327 11.8146 | Conforme
0.015279 10.3905 || Conforme
0.015394  9.9843 i Conforme
0.015332 9.9014 :ﬁlh Conforme
0.015336  9.8390 /" Conforme
H 'il =
0.015033  12.2440! h 1 6.224 1ﬁd*Conforme
0.014653 104897 5. 160\ _No Conforme
0015187 10.0376 32145 ™. " No Conforme
0.015143 9.9381 3.2714 No Conforme

0.015213 98639 3. 335&; m\@\3459 459 _-5X3/  NoConforme
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RESUMEN.

Las deflexiones y pendientes en las placas se miden a partir del plano medio, que se localiza
como su nombre lo indica a la mitad del espesor de la placa. La razon para tomar a este
plano, como el plano xy antes de la deflexion, no es otra que la de hacer que coincida con la
superficie neutra de la placa.

Una parte importante para poder analizar placas es comprender el rol que t_ienen las
curvaturas dentro del analisis, ya que los momentos flexionantes se encuentran intimamente
ligados con los valores de éstas, de manera analoga al problema de ﬂexi(')q de vigas.
Recordemos que en el €aso de las, _yigas flexionadas, los momgntos :sop directamente
proporcionales a la curvathra_en el caso a&*pi_acasgncé,:{e o0 semejante, unicamente que la
constante de proppﬁqpi"g alidad; es decir la ﬁgid?iﬂ?ﬂg 'se denota como D, en lugar del
3 eva luﬁLaJLngi‘d e Ja placa se'toma en cuanta a la relacion
de Poisson ;v-para el-mitefial analiza do- 165 valores ma imo y-finimo que en un punto
pueden toﬂﬁér"-?l' curvaturas se les “denomina curvaturas -'fpi'ifﬂ:ipales y, los planos

correspondientes a s plangs-pringipales-—Hn un punto por el cual
ri.f Eﬁﬂlﬁ 6n de/la superficie son nulos.
i

pasan los plali;.tps p
11 i

; se,"}'jespreci(') el valor de los
ademas se consider6 que las
esor (e la placa, de manera que

Como en estén:'-prabajo se cpnsideraron pl?pai' detgada
ccioy pe.@e&écul%r r .al plano i

esfuerzos en ld direc ; €
deflexiones deﬂx]an dp@ﬁl@_-ogm aradas con-e

| F i "
. ] 3 ; Emena le & 't ‘ el |
nuestros calculéls fu na_blea{;n Viring g; l
| — A BT 3

Una vez que se ‘encon
fué necesario eticontrs
con ésta con ja"'ual )
ecuacion de |a defornta
Por cualquie}a'-fde lo

1l
1‘ md;klnentos con las curvaturas,
a placa, ya que es precisamente
nista.. Para poder encontrar la
' ‘metr"&gy el método energético.
: ecuacigﬁr’ﬂe la deformada, es una

o . T, . ; s . r e
ecuacion diferencial parcial.¢ arto ofden, 1a ¢ conoce como ecuacion biarmonica o
ecuacion de Lagrange La ventaja-de elimétodo energético radica en que a partir de este
podemos plantear el mh@qﬁ_rdglbslemento_ﬁﬁito ;} €ip; lema de flexion de placas.

1;:':_.:.___.- . - P

1 if 1 F
Dentro de los muchos casos d;q condiciones de carga y frontera a las que puede estar
sometida una placa, el primer caso que se analizO fué el de una placa rectangular
simplemente apoyada y sujeta a una carga sinusoidal. La razon para hacer esto es que una
carga general f{x,y) puede ser representada como una serie de Fourier - Euler, y por tanto es
necesario que se comprenda el método de solucion para una placa con carga sinusoidal antes
de ver casos mas complicados.

Utilizando la solucion de Navier se encontré la solucién para una placa rectangular
simplemente apoyada y, sujeta a carga uniformemente distribuida. Posteriormente,
utilizamos la solucioén de Lévy para resolver problemas un poco mas complejos, ya que esta
solucion cuenta con una convergencia mas rapida. Dentro de esta serie aparece un termino
Y., el cual solo depende de la coordenada y, y satisface a las condiciones de frontera
paralelas al eje de las y. Al hacer esto, la solucion (deflexion) total la podemos tomar como
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la suma de dos soluciones (deflexiones), una que satisface la parte no homogeénea de la

ecuacion biarmonica, y la otra que satisface la parte homogénea de la misma. Con este
procedimiento se encontraron los valores de las deflexiones, asi como su maximo para
algunos casos de interés. Una vez encontrada la solucion para la deformada, podemos
calcular los momentos flexionantes provocados por las cargas, para ello hay que sustituir a
la ecuacion de la deformada en la expresion correspondiente a cada uno de los momentos,
M, M,y M, y evaluar las derivadas parciales ahi indicadas. Los resultados obtenidos

para las deflexiones y momentos se presentaron en forma de tablas.

El siguiente paso fué analizar algunos problemas de placas rectangulares sujetas a diferentes
condiciones de frontera, como por ejemplo las combinaciones entre: frontera empotrada,
simplemente apoyada, y frontera ,rh —Pero para hdcer tdwf sis antes tuvo que
analizarse el problema de una pléd‘é* ar"‘s:mplemeqte apt /sujeta a momentos
uniformemente repartidos a lﬂ’lar son’cﬁ_tash -deresto
el uso del principio de s;x;i'grposnmo ye‘f’ééf‘@' mﬁapﬁmn es gélfectamente
valida debido a que Hﬁtuﬁnms trabajando con- matena]es cuya rehmfdp ‘Elsfuerzo -
deformacién era lineal, \ddemas consideramos, e pequeiia dei’nﬁ,‘laacnones y
despreciamos los efectos t}e seg RN T

pudo analizar, por ejemplo, el
forma de proceder fué la '-lsigu
simplemente apoyada, solo| nos
apoyada sujeta a unos momentos

’ s empotradas. La

efite; comafya conociamo itfeion para una placa
estaba _cmiqg{- la_solucion par ‘una laca' simplemente
en las @ﬁ_ﬁé{@‘cw un valor takq girps provocados

placs Eﬁn ' — lerrnente apoyada,
: ¢ iendo) que los giros
en las fronteras fueran igua}’.'a cere ivo |l ‘par lerrt original. De
igual manera se analizaron otros ¢asos-d t { 3s/de azatmentos y
momentos también se presentaron, &n-forma ¢ f,,'f‘ﬂ - Estos dos niétados (e] Navier y el
de Lévy) y los resultados; l::llsenta § agui ' SLL ' los caph os 2, 4 yS
del libro de Timoshenko T‘heory of p o

"%

Ademas de estos dos métodos, tahlbieﬂ-aq desarrolle o tecn;ﬂa-'iél_xelememo finito para
resolver el problema de flexion de placas’ Esta;’técmcay?s unapoderosa herramienta
numérica con la que cuenta el ingeniero de hoy, para “con ella poder resolver problemas
complicados. El método del elemento finito consta generalmente de los tres pasos
siguientes:

1. El dominio total de un problema es representado por sub dominios conocidos
como elementos finitos, la coleccion de elementos finitos se conoce como malla
del elemento finito.

2. Se aproxima el proceso fisico sobre cada uno de los elementos finitos mediante
una funcion predeterminada (polinomio u otra), y se desarrollan ecuaciones
algebraicas que relacionan cantidades fisicas en ciertos puntos del elemento
previamente seleccionados llamados nodos.
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3. Las ecuaciones obtenidas en cada elemento son ensambladas usando la continuidad o
balance de las cantidades fisicas en cada nodo. Una vez que hemos ensamblado la
totalidad de los elementos finitos procedemos a resolver el sistema de ecuaciones que
obtenemos y asi encontrar la solucion de nuestro proceso fisico.

El primer paso para desarrollar nuestro modelo del elemento finito fué entender la
importancia que una integral ponderada (equivalente a la ecuacion diferencial que gobernaba
a nuestro proceso) tiene para poder obtener un sistema de ecuaciones consistente, para los
parametros desconocidos de la aproximaciéon. Al hacer esto dijimos que el error en la
aproximacion en el sentido de la integral ponderada tenia que ser cero. El integrando de la
integral ponderada consiste de dos partes: una que son las funciones de peso y la otra,
conocida como residu };e-os la ecuacion’, dlferenexal _Hgobemante con la excepcion de que
en ésta se ha sustltu ; on‘ apromaf;l& o &}r

.--h—‘- a-‘

Después se, ontro la'-ﬂﬁ‘lt;u‘hcfoxr debiic 'préﬁema copjza]ores en la frontera, en
cuyo caso Urimns que Ia forma deb:i dé Ena ecuacion dnferenélal‘lho es otra cosa que la
integral poriﬂ . : |de“ai fenciacion se distribuye
entre la vanhble d mas ificluye a las condiciones
naturales del probl , “través del desarrollo para jencontrar Ja formulacion débil de la
ecuacion dlferqqlc:lal qu‘éfgfppeden clasi@z’é:l S cond cioqé's de frontera en dos tipos:
las naturales y/las ¢ engis es—fa —cuales jueg ciaf para la derivacion de las
funciones de aproxi lecei libertad nodales en el modelo del
elemento finito. Las e ti%nen un significado fisico de
interés, como pﬁr eje a ﬁxdlf..zas aplicadas en los nodos;
y las condicmﬁbs de ienﬁh que ver con el tipo de

1.- Igualamos con cero a -a as.]2

toda la expresion reéultante por-una_funcion-de peso, déspues se integra sobre todo el

dominio del problema. “Ar‘fiz ‘ntegral resultante J;&'ﬂ-amgknos integral ponderada o residual
ponderado, equivalente a fa-ecuacién diferé@cdfongma]

2.- Se integra por partes a la integral ponderada, para poder identificar dentro de los
terminos de frontera, a las condiciones de frontera natural y esencial. De esta manera los
coeficientes de la funcién de peso y sus derivadas en las expresiones de frontera son
conocidos como variables secundarias, y la especificacion de éstas sobre la frontera
constituyen las condiciones de frontera naturales. Por otro lado, la variable dependiente del
problema expresada en la misma forma que la funcién de peso, es llamada la variable
primaria, y su especificacion sobre la frontera constituye la condicion de frontera esencial.

3.- El ultimo paso consiste en imponer las condiciones de frontera reales del problema en
consideracion.
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Es en este ultimo punto donde se requiere que la funcion de peso sea igual a cero en los

puntos frontera, para los cuales las condiciones de frontera esenciales estan especificadas, es
decir se requiere que sea satisfecha la forma homogénea de las condiciones de frontera
esenciales. Como la forma débil es un funcional, para el cual es necesario evaluar su valor
minimo, las variaciones en los extremos deben de ser iguales a cero. Cualquier ecuacion
diferencial admite una expresion de integral ponderada, y la forma débil existir siempre que
el orden de la ecuacion sea dos o mayor; sin embargo no todas las ecuaciones admiten la

forma funcional, para que éste exista, la forma bilineal asociada debe de ser simétrica en sus
argumentos.

Utilizando el principio del trabajo virtual encontramos la forma débil para el problema de
flexion de placas. De los términos frentera presenteés” en . la forma 'débil, pudimos observar
que las variables primarias *Eeni%— -"_lrelﬁ_; ‘ser ‘por | los;~menosg [\tres para cada

nodo (w ow/ox, cw/é?y) Es- decxrﬁ: aodg__ar;‘-dﬁb_gﬁ' @—;&L car la deﬂemon y dos
giros. Como el elemento_—giaca conﬁﬁ atré neds: sé"'reqﬁié-x? e que el polinomio de
dicha exlgenma es’ cub‘ferta _por un pohnom%_.,_ pleto de

-l

interpolacion tenga 12 t@mﬁgos

tercer orden. El elementb: que se or nodo lo

llamamos elemento no cow’orm la peﬁdlente alo
0 a .a\f y ¥ no es

entt.’) finito a un
a condicion de que
. . olv/axy), por
lo tanto se tuvo que utilizar i ; q: * -m. no viola ninguna
de las condiciones de contmmda

univaluada en las esqutnaSu T
elemento conforme cuyos m)hn

Una vez establecidos los poh'qo -que iba s ilizar len el “ 0do del ]emento finito,
se procedio a encontrar, .|en A2 ) ¥ i
umdlmensronales Despues; de enc

se, llevo ra lieacion teﬂsonal entre el
polinomio cubico de Herrmte para el eje i’ y.©l ﬁ? al‘eje y; dg esta operacion se
obtienen los polinomios de mterpolamon para elelemento rectan }ar conforme. Estos

-l".-_..»

polinomios se presentaron utilizando' [m‘;gooréenada.s naturalgs’ ‘del elémento (é n) es decir

haciendo que las dimensiones del elemento para cada lado tuvieran un valor de dos; la razon
para ello fué aprovechar la técnica de integracion numérica de Gauss - Legendre. El utilizar
la integracion numérica es obvia al observar las ecuaciones que representan tanto a la matriz
de rigidez del elemento, como al vector fuerza y al vector de los grados de libertad nodal
secundarios, ya que estas pueden ser dificiles de evaluar por los medios analiticos, ademas la
técnica de integracion numérica se puede programar facilmente.

Antes de utilizar la integracion numérica es necesario transformar a las integrales definidas
sobre el elemento Q° un unas nuevas integrales definidas sobre el elemento Q, conocido
como elemento maestro y cuyo dominio es: —1<x<1y —1<y<1; recuerde que esto es

motivado por la necesidad de evaluar dichas integrales mediante métodos numeéricos, y que
no hubo ningin cambio fisico del elemento en cuestion. Una vez que se encontraron las
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ecuaciones para la transformacién se procedio a dar un breve repaso de la cuadratura de
Gauss - Legendre, con el fin de comprender mejor el método a utilizar.

La ventaja de utilizar el método de la cuadratura de Gauss - Legendre radica
primordialmente en que con éste se necesitan menos puntos base para obtener una
evaluacion exacta de la integral, que los utilizados por el método de Newton - Cotes.

A partir de este punto ya contdbamos con las herramientas necesarias para poder
“desarrollar” un programa para computadora, con el fin de utilizarlo para analizar el
problema de la flexion de placas.

En este trabajo se modifieé el programa FEM2DV2 desarrollado por J. N. Reddy, y que se
encuentra en su llbfb Zmégxtfsoducﬂon to, the—finite gement method”, para utilizarlo
Gnicamente como-un afria para analizar, placﬁsngelg@das al cual se le llamo PLACA.
Este programa se escri 6' g F RMN y.; con=d] sezresolvieron. algunos problemas para
poder comp;@b‘ar su eficiencia y y convergencia a la solucion ¢ ‘exaCta]] que nos arrojaban sus
resultados, Igs cual s se comparaban para cada caso con laj su]ﬁmgnes proporcionadas por

los métodos a’naTmc ".l J -llqﬁ -1 i ng‘
\ - ‘ = '

El primer probl,ema q m analizé con el programa‘f:E&de und placa cuadrada de acero

simplemente apoyada 'y |sujeta & una carga-/uniio nte distribuida sobre toda su
superficie. Cuan‘ﬂo st€ probiema se-mode]o con el metedod el elemento finito, se aprovechod
que el problema teni 3es de szme“tma?, ’tanto para las cot &hcmnes de carga como para las
condiciones de fronteragasi que solo-se uuﬁzo ‘zﬁ de Ht placa Gni¢amente. La ventaja de solo
haber utilizado//% de_placa radica en| ﬁae con. una » | que tiene la cuarta parte de
elementos, comiparada Of una- maﬂsa para t@;‘la. 1a pl se obtienen resultados idénticos
pero con la ventdja ds ar tiempo en etl an isis, antldad de datos necesarios para
el problema, Y n la Gw dé-tmemoria ‘de’ la rb\) adora. Para este caso la solucién
analitica nos da como T valor de 0. 995 O'para la deflexion maxima, la cual se
presenta en el centro de 1a ;R ilizandc C rama PLACA fuimos modelando el
problema con mallas'de 1X1,2X2 nalmente con una de 4X4, asi pudimos observar
que para el elemento eonfaxme los reS‘It'a:(Tos obte«mées con esta serie de mallas cada vez
més se aproximaban a la Solucion. analitica, y para la' mai{a de 4X4 se alcanzo un valor para
la deflexion maxima de 0.0055453. Comentarios similares se aplican para el valor de los
momentos flexionantes. Por otro lado, también se modelo el problema utilizando elementos
no conformes y, como era de esperarse su convergencia era mas lenta, tanto para las
deflexiones como para los momentos; con una malla de 6X6 se alcanzo un valor para la
deflexion maxima de 0.0055857; recuerde que se llamé elemento no conforme a aquel que
violaba las condiciones de continuidad. Se observo que para ambos casos, el valor de los
momentos tiene una convergencia mas lenta que la de las deflexiones, esto fué debido a la
forma en la cual se calcularon.

Existen dos formas para calcular a los momentos flexionantes, y en general a cualquiera de
las variables secundarias, la primera es usando a las ecuaciones ensambladas, las cuales
representan a las relaciones de equilibrio del sistema, y de éstas podemos calcularlos, pero
para ello necesitamos a la matriz de rigideces global, la cual debido a aspectos
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computacionales tuvo que ser modificada y no esta disponible en el programa PLACA. La

otra opcion, que es la que se utilizd en el programa PLACA, consiste en calcular los
momentos usando la solucion aproximada, es decir calculando las derivadas de la solucion
aproximada segln se requiera en las ecuaciones de los momentos. Esta ultima forma de
calcular los momentos es menos exacta que la solucion dada por el método del equilibrio. Es
por eso que los resultados de los momentos obtenidos con el programa tienen una
convergencia mas lenta que las deflexiones. Para tener una mejor aproximacion de éstos es
necesario refinar aiin méas la malla de la placa.

Para el problema dos podemos hacer unos comentarios semejantes a los anteriores, con
respecto a los resultados de las deflexiones, sin embargo podemos hacer un comentario
adicional a cerca de los momentos. . Se observé. que la squcnon para la deflexion se
estabilizo para el elemento confg.@c-ﬁé _33(.} ¥ el de’'; 4)54 ‘ =

obtuvo el mismo resultado paraa defle
ambas mallas, esto se de_lgw a qtit:_,~
utilizar una malla mas da para -lograr la’ (," ‘ 1110
resultados obtenidos po mir qJ.le éstos. convergen a la soluc\ank_?_n ”; Cabe
mencionar que con el gfry alofes para -'momentos
torsionantes, para los cuahas no blemas résueltos con
el programa placa podemcxgI obs ejoreé resultados

que los no conformes tanto para la emonps‘como para Io?fnorrr I
.!| “ i - 1] Jn
Cabe mencionar que la dim hsm de It 08 arTeg mat el programa, se

pueden modificar dependiendo de
pero esta modificacion deperide de

2 can dad‘dg’
en la cual se corre el progragma 4

1_:' _H"I-I‘l
Aun y cuando con este pregram / Ca
placas, es solo un programa:basico que s€ imple ¢ 1 idedide sepvir de i para otro
u otros mas complejos, ade mas de 2 I anciagdel método del eler’nento finito.
Por ejemplo, este programa se ‘puede 94 s
esfuerzos a traves del espesor de“‘l;fl placa o;-para analisis dmam;éos de las mismas.
Otras modificaciones interesantes paﬂﬁamggr tomar en ¢ 4@/ efectos de segundo
orden, problemas de pandeo, hacer“qne analice qgndtgion‘gs de-carga mas complicadas,
implementar una sub rutina que grafique los resultados, crear elementos placa con mas
nodos, etc. Como puede verse, todavia queda mucho por hacer, por lo tanto este trabajo se

puede utilizar como base para otras tesis o investigaciones futuras.
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APENDICE.

Programa PLACA.

SDEBUG

aaeefanEARdanamlnaEedReRAdEREd e aOaRE a0 GRAG NG A N anEa R e

PROGRAM PLACA

FhEFFr bk hkdd b hhkdrhdrFhkddr b rdhhk bk r kb T b bk kA kdr bk bk dddd bk dbdrdbdd b b rdrddh

DESCRIPCION DE ALGUNAS DE LAS VARIABLES USADAS EN EL PROGRAMA:

[CMAT] MATRIZ DE RIGIDECES PARA PROBLEMAS DE FLEXION DE PLACAS

{ELF}] VECTOR DE LA FUENTE VECTORIAL{ O FUERZA) NODAL DE ELEMENTO

(ELK]  MATRIZ DE COEFICIENTES (O RIGIDECES) DEL ELEMENTO

{ELU} VECT DE-LOS Vf-\ﬂLQﬁ,E_S'ﬁDF‘ LOS. ELEMENTOS NODALES DE LAS
MARIAS !.{DE::-P"‘ EAN TENTOS )

; s gL ‘ELEMENTO:

Y= COORDENADA Y

'A.LE§-" CTORIALES

D RIALES PRIMARIAS

HEORMES

II 4 FI,.E??’ION DE UANDO SE USAN ELEMENTOS
conE s,.
NEQ I NUMER ;:" *g,.a PROBLEMA (=NNM*NDF)
NHBW || ANCHO..B -q s1DECES GLOBAL, GLK

PO RELEMENTO

o % **:f***i****************

LT
- REG%' BIDIMENSIONALES

DESCP}@E{E‘ION

MAXELM “mxmo ; EMITIDOS EN EL PROGRAMA
MAXNOD. .ws)a%m NUMER : ¢'TIDOS ;EN EL PROGRAMA
MAXNX. . .MAX

MO NUMERO-EE SUBDIVISIONES PERMITIDAS DX(I) A LO LARGO
DE X P o R

i Y
MAXNY. . . MAXIMOUNUMERR, DE SUBDIVISIONESSPERMITIDAS DY(I) A LO LARGO
DE Y =/

MAXSPV..MAXIMO NUMERO DE VARIABLES PRIMARIAS ESPECIFICADAS

MAXSSV. .MAXIMO NUMERC DE VARIABLES SECUNDARIAS ESPECIFICADAS
NCMAX...DIMENSION REAL DE LAS COLUMNAS DE: [GLK], {GLU}, Y {GLF)

LA DIMENSION REAL DE RENGLONES DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES
ENSAMBLADOS DEBE DE SER MAYCR QUE O IGUAL A EL NUMERO TOTAL
DE ECUACIONES ALGEBRAICAS EN EI, MODELC DE ELEMENTO FINITO.

NRMAX...DIMENSION REAL DEL RENGLON DE: [GLK]

LA DIMENSION REAL DE LA COLUMNA DE LA MATRIZ DE COEFICIEN-
TES ENSAMBLADOS DEBE DE SER MAYOR QUE O IGUAL A LA MITAD
DEL ANCHC DE EANDA.

NOTA: _ LOS VALORES DE NRMAX, NCMAX, MAXELM, MAXNOD, MAXSSV
"~ Y MAXSPV EN EL COMANDO "PARAMETER" DEBE DE MODIFI—
CARSE SEGUN SE REQUIERA POR EL TAMANO DEL PROBLEMA.

Provecto e Migitalizacion be Tesis

Wesponsable FF. I, JAlbeerio JPebro L orantl FFlebina
Colaborabores: FEostanislao Ferman darcia

AL B, Earigue WBobrigues: Hlamana



| ' |

-~

Fnstituto e Inogenier
dIMiuersiDan Peracrusarna

OO0y n

e NeNeRe NS NP RY]

00O

Q00

*

*

*

Uesis e Hlaestria

i T W prige e S RS S A

SUBRUTINAS USADAS EN EL PROBLEMA:
CONFRON, CONECTI, INVERSA, RIGIDEZ, MALLA2DG
MALLA2DR, POSTPRO, RECTAN, SOLUCION.

b R e S e o 3

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)
PARAMETER (NRMAX=200, NCMAX=200, MAXELM=50, MAXNOD=66,
MAXSPV=100, MAXSSV=100, MAXCNV=20, MAXNX=12, MAXNY=12)

DIMENSION IVPE (MAXSPV,2},VVPE(MAXSPV), IVSE(MAXSSV,2),VVSE (MAXSSV)
DIMENSION GLF (NRMAX),TITULO(20), TITULO].(ZOJ,IBS(S) IBP(5)
DIMENSION GLK (NRMAX, NCMAX (Nm’g YWAA

V!*i'QD»ZJ hD?"'

COMMON/ PST/Alj

c44,¢
COMMON/PNT/IPD 1
COMMON /MENOR/D 5 ENOR,

****************‘-’l%***i
* ll' |
N HUN] 5

*

*****************'ﬂl**i

OPEN (UNIT=5,FILE=S| °
OPEN (UNIT=6, FILE‘ﬁ
NVSE=0

LECTURA DE LOS QAng

READ (5,400) TI
READ(5,401) TITUL

READ (5, *) ITIPO, IGRAD 'nﬁt_ \ o yae

LECTURA DE LA INFORMACION PARA LA EBLLA DEL ELEMENTO FINITO

READ(5,*) NPE,MALLA, IMPRE
IF(NPE.EQ.4) THEN
IEL=1
ELSE
IEL=2
ENDIF

IF (MALLA .EQ. 0) THEN
READ (5, *) NEM,NNM
READ(5,*) ((NOD(N,I),I=1,NPE},N=1,NEM)
READ(5,*) ((GLXY(I,J),Jd=1,2),I=1,NNM)

ELSE IF(MALLA.EQ.1l) THEN
READ(5,*) NX,NY
READ(5,*) X0, (DX(I),I=1,NX)
READ(5,*) YO, (DY (I),I=1,NY)
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CALL MALLA2DR (IEL,NX,NY,NPE,NNM,NEM,NOD,DX,DY,X0,Y0,
GLXY,MAXELM, MAXNOD, MAXNX , MAXNY )
ELSE
READ(5,*) NEM, NNM
CALI. MALLA2DG (NEM, NNM, NOD, MAXELM, MAXNOD, GLXY)

END IF
C
IF{ITIPO.EQ.1) THEN
NDF = 3
ELSE
NDF = 4
ENDIF
c
NEQ=NNM*NDF
NN=NPE*NDF
o ..-f - 5
e CALCULO D &
COEFICIENTE
o GLO
v
{ =NOD{N, J ‘
20 E ) NHBW=NW ]
C LEE LQ? GE - _ Q%§8fE,IFIc3 RIMARIOS Y SECUNDARIOS
c | ; Y e |
READ(S'J;*) [ TN | {
IF (NVPE.NE. BN ¢ ﬁ?F."‘ I
READqS,*. e )
R 5,* d !
ENDIF % )
READ(SEY}
IF( , \
>
ENDIF
c %
WRITE (6, 4004
WRITE(6,910)
WRITE(6,890)
WRITE(6,910)
C
C MATRIZ DE RIGIDEZ PARA PLACAS EN FLEXION:
C
WRITE(6,500)
WRITE(6,506)
READ (5, *)El,E2,ANU12,G12,G13,G23, ESPE
WRITE(6,520) ESPE,El,E2,ANU12,G12
WRITE(6,530) G13,G23
ANU21=ANU12*E2/El
DENOM=1.0-ANU12*ANU21
CMAT (1,1)=(ESPE**3)*E1/DENOM/12.0DO0
CMAT (1,2)=ANU21*CMAT (1,1)
CMAT (2,2)=E2*CMAT (1, 1) /E1l
CMAT (3, 3)=G12* (ESPE**3)/12.0D0
SCF=5.0D0/6.0D0
C44=SCF*G23*ESPE
C55=8CF*G13*ESPE
c
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CMAT (1,3)=0.0
CMAT (2,3)=0.0
CMAT(Z,1)=CMAT (1, 2)
CMAT (3, 1) =CMAT (1, 3)
CMAT {3, 2) =CMAT (2, 3)

READ (5, *) F0, FX, FY
WRITE{6,430)F0, FX, FY

e o

WRITE(6,800)

WRITE (6, 560) NPE,NDF,NEM,NNM, NEQ, NHBW
IF (MALLA.EQ.1) WRITE(6,57) NX,NY /}'y%.s .
WRITE (6, 710) NVPE = N 5-;ﬂ?’%

IF(NVSE.NE.0) THEN SR =
; ém ¥, .E_ -
s —_—

WRITE (6, 715)NVSE~
o

WRITE (6, 720) &
DO 80 IB=1, N ‘
B,JB),JB=1,2),}

WRITE (6, 960)
ENDIF

IF (IMPRE.EQ.1 .OR.
WRITE(6,700) ﬂh
DO 100 I=1,NEM|

WRITE (6, 900)

ENDIF |

(N

WRITE (6,910} ;
WRITE(6, 580) [
WRITE (6,910} f
DO 150 IM=1,NNM
DO 110 K=1,NDF W
IBP(K)=0
IBS (K)=0
IF(NVPE.NE.O)} T
DO 120 JP=1,NVP
NODE=IVPE(JP, 1)
NDOF=IVPE(JP, 2)
IF{NODE.EQ.IM) THEN
IBP (NDOF) =NDOF
ENDIF
CONTINUE
ENDIF

IF(NVSE.NE.Q) THEN
DO 140 Js=1,NVSE
NODE=IVSE(JS, 1)
NDOF=IVSE({JS,2)
IF(NODE.EQ.IM) THEN
IBS (NDOF}=NDOF

ENDIF
CONTINUE
ENDIF
IF{NDF.EQ.3) THEN
WRITE(6,880)IM, (GLXY(IM,J),J=1,2), (IBP(K),K=1,NDF),
* (IBS (K),K=1,NDF)

ELSE
WRITE(6,885) IM, {GLXY (IM,J),J=1,2), (IBP(K),bK=1,NDF),

FIN DE LA ENTRADA DE DATOQS *****#¥ikkksskhbsdss
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* (IBS (K) ,K=1,NDF)
ENDIF
150 CONTINUE
WRITE(6,910)

DEFINE EL GRADO DEL POLINOMIO Y EL NUMERO DE PUNTOS DE INTEGRACION
{BASADA EN LA VARIACION SUPUESTA DE LOS COEFICIENTES AX,BX,ETC.]

IPDR=IEL

NIPR=IPDR+IEL-1

IPDF=4

ISTR=2

WRITE(&,485) IPDF,IPDR,ISTR

e R R R R R R R e o R

* [ -
* , _ CESAMIENTO *
- /‘ff/ - oy ﬁ *
deod ok ke *. - 3 3 *?***** - s *._ B o o
N SIS N |
: - YO0 T A i -y
- . "
INI x VECTOR MAT 1
DO 1¥0 I
GLE (T

180 GLK(I} y=a .
I\

|
CICLO [jo ARA CALCULAR LAS MATRICES
DE LOS! ELEM oul
Il
DO 25_FN: !
DO 20Q I=

NI=NOD
ELXY (L}l ]
ELXY (I J12)

200 CONTEE%E

LLAMA A [RA
PARA CALCUL

IF(IMPRE.EQ.1 .OR. IMPRE.EQ.3) THEN
TF(N.EQ.1) THEN

IMPRIME VECTOR Y MATRIZ DE ELEMENTOS {SOLO CUANDO IMPRE=1 O
IMPRE=3

WRITE(%,610)
DO 220 I=1,NN
220 WRITE(6,930) (ELK(I,J),J=1,NN)
WRITE (6, 630)
WRITE(6,930) (ELF(I),I=1,NN)
ENDIF
ENDIF

ENSAMBLE DE LAS MATRICES DE LOS ELEMENTOS PARA ORTENER LAS
MATRICES GLOBALES:
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DO 240 I=1,NPE
NR=(NOD (N, I)-1)*NDF

DO 240 II=1,NDF
NR=NR+1
=l T=l) *NDELTT
GLF (NR) =GLF (NR) +ELF (L)
DO 240 J=1,NPE
NCL=(NOD{(N, J)-1) *NDF
DO 240 JJ=1,NDF
M=(J—-1)*NDF+JJ
NC=NCL+JJ+1-NR
IF(NC.GT.0) THEN

GLK (NR, NC) =GLK {NR, NC) +ELK (L, M)

ENDIF
CONTINUE
CONTINUE
IMPRIME LAS MATRIC%SI

- A
IF(IMPRE.GE. ar’THEN b

WRITE (6, ;f'

DO 260 ﬂ a
WRITE (
WRITE (8 650)
WRITE (6)930)
ENDIF “\
|
CONDICIONES DE FRONTER
CALL CONFRON ( zqﬁE It
NVBE
[]

LILAMA A LA SUBRU FNA
ALGEBRAICAS. LA BOLU

IRES=0 PR\
CALL SOLUCION%§§MAX

h
DO 290 I=1,NEQ %

GLU (I)=GLF(I) ¥

IMPRIME LA SOLUCION (I.E E0S tEEDREﬁPNQP

PRIMARIAS)

WRITE (6,660)

IF(NDF.LE.3) THEN

MDF=NDF
ELSE

MDF=3

WRITE (6, 666)

WRITE(&,930) (GLU(J),J=NDF,NEQ,NDF)

ENDIF
WRITE (6, 970)

IF(NDF.GE.3) WRITE(6G,690)

WRITE (6, 970)
DMENOR=1.0E-20
DO 300 I=1,NNM
IT=NDF*(I-1)+1
JJ=II+MDF-1

IF(GLU(II).GT.DMENOR) THEN

N
ggﬁfﬁf VARIABLES
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DMENOR=GLU (II)
NMENOR=T
XMENOR=GLXY (I, 1)
YMENOR=GLXY (I, 2)
ENDIF
300 WRITE(6,950) I, (GLXY(I,d),d=1,2), (6LU(J),J=I1I,TJ)
WRITE (6, 951)
WRITE (6, 952) NMENOR, XMENOR, YMENOR, DMENOR
WRITE (6, 970)

<
IF(IGRAD.NE.(0) THEN
¢
‘ c S S S L S S N L T C e e Rt b
" . ;
H : C * UNIDAD DE POST-PROCESAMIENTO *
C ¥ - P ATLYY ‘ . i
L"- F c *-***.*—****i’jr(* e e P I S S kL
- Ly c | *"’
h M, WRITE (67 941)
A WRIBE(6, 7705

WRITEYS, 94T)
@)

SE OWEROULA
FLEXTON DE

Qa0 a

ol
x
=

22

o= C
o
o

o
=

5

m—
I

é
=
2
Il

L=l

ELU (L (LI) »1Ef};f
310 QANTIN " =)
CALL §§§§§E§%¥L§if&bgbﬂégfzg%E,ELU,ISTR,

* XX, YX,XY,YY,XXY, YXY, DMXX, DMY¥X, DMXY1, DMYY1, DMXXY, DMYXY)
320 CONTINUE

WRITE (6,301) DXMENOR, XX, YX

WRITE (6, 302) DYMENOR, XY, YY

WRITE (6, 303) DXYMEN, XXY, YXY

WRITE (6, 304 ) DMXMEN, DMXX, DMYX

WRITE (6, 305) DMYMEN, DMXY1, DMYY1

WRITE (6, 306) DMXYMEN , DMXXY, DMYXY

WRITE (6, 940)

nersinDan PPeracria
=

r

LI

AFInstituto e IFInoagen

x ENDIF
&
STOP
c
C E 0 R M H+T =5
c
301 FORMAT(/,2¥X,'EL SIGMA-X MAYOR ES = o PLO: 4, 3%, ' %=",; F10.4;
#3X,. 'Y= CPI0L4)
302 FORMAT (2¥, 'EL SIGMA-Y MAYOR ES =',F10.4,3X,"'¥=",F10.4,
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*3X,'Y=",F10.4)

303 FORMAT (2X, 'EL SIGMA-XY MAYOR ES =',F10.4,3X,'X=',6F10.4,
*3X,'Y=",F10.4)

304 FORMAT(/,2X,'EL MOMENTO-X MAYOR ES =',F10.4,3X,'X=',F10.4,
*3%, 'Y=",F10.4)

305 FORMAT (2X, 'EL MOMENTO-Y MAYOR ES =',F10.4,3X,'X=',F10.4,
*3X, 'Y=",F10.4)

306 FORMAT (2X, 'EL MOMENTO-XY MAYOR ES=',F10.4,3%,'X=',F10.4,

_ *3%, 'Y=",F10.4)

400 FORMAT (20A4)

401 FORMAT (20A4)

430 FORMAT (/,5X, 'COEFICIENTES PARA EL VECTOR DE CARGA:',//,
*

B, " COEFICIENTE, ' & FO..iehiiein it =',E12.4,7,
6%, "COEFICTENTE, FE....vcunsswsssunsons =',E12.4,/, ‘
¥ 8X, “COEFICIENTE, P ... 3. ... L Tue. . =',E12.4,/)
. 485 FORMAT (/,5X, 'DATOS DE N

i 8%, "REGLA DE
= 8%, "CUADRAT
¥* 8X, "REGLA

500 FORMAT (/,16X%,"
506 FORMAT (18&X,"'*
520 FORMAT (/,5%,°

ILETILO

8%,

O T

BX, =

8%, '"MODUT =

530 FORMAT (8X, 'MODULQ DE =
* 8X, "MODUL DE ' =

560 FORMAT {/,SX,'INF
8X, 'NUMERQ|
8X, 'NUM. DE G
8X, 'NUMER DE
8X, 'NUME

8%, " NUMEROHDE §

e
~

-
-

8X, 'MIT
570 FORMAT (BX, 'SUB SIO
580 FORMAT (5%, 'NOD / COOR.

- ' SEC. ES ECIFICABAY
x 45%, ' (0,NO ESEECI; g
¥ /,40%," L PRl'w

610 FORMAT (/,5X,'ELEMENTOS MA Z
630 FORMAT (/,SX,'ELEMENTOS
640 FORMAT (/,BX,'COEFICIENTE LANMAT

650 FORMAT (/,5X,'VECTOR DE CARGA GLOBAL:
660 FORMAT (/,5X,'SOLUCTIO N:',/)
666 FORMAT (/,5X,'VALORES NODALES DE W,XY PARA UN',

* 2X, '"ELEM.PLACA CONFORME:', /)

690 FORMAT (/,5X, 'NODO',5X, 'COORD.-X',6X, 'COORD.-Y",5X, 'DEFLEC. W',

* 6X, 'ROT.-X', 8X, "ROT.-Y')

700 FORMAT (/,5X, 'MATRIZ DE CONECTIVIDAD, [NOD]',/) i
710 FORMAT (8X,'NUM. DE VARIABLES PRIM. ESPECIF., NVPE=',I4)

715 FORMAT (8X,'NUM. DE VARIABLES SEC. ESPECIF., NVSE=',I4,/)

720 FORMAT (6X,'NODO  GDL VALOR', /) -

Fnstituto e IIngen
ddninversiDaD Peracrusanda

770 FORMAT (4%, 'COORD.-X COORD. -Y SIGMA-X SIGMA-Y',
! SIGMA-XY M MY MXY"')

800 FORMAT (/,8%,'** SE ANALIZA CON MALLA DE ELEMENTOS',
* ' RECTANGULARES **']

880 FORMAT (5X,I13,2E12.4,7X,314,2%,314)
885 FORMAT (5X,I3,2E12.4,5%X,414,2%,414)
890 FORMAT (27X, 'SALIDA DEL PROGRAMA']}
300 FORMAT (10X, 10T5)
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910 FORMAT (2X,70("'_'),/)
930 FORMAT (8X,5E14.5)

940 FORMAT (2X,65(" '),/)
941 FORMAT (2X,94(' "),/)

350 FORMAT (5X,I3,5E14.5)

951 FORMAT (/,5X, 'LA DEFLEXI6N MAYOR SE ENCUENTRA EN:',/)

952 FORMAT (5X, 'NODO',I4,2X, 'COOR. X=',F8.5,2X, 'COOR. ¥Y=',6F8.5,
* 2%, "VALOR=',F14.10)

960 FORMAT (5X,I5,I4,E14.5)

970 FORMAT{2X,77(' '),/)
END

=4
=]
2]

(1 T (A

2 BIGUIENTE EN EL RENGLON
HHJ ELfSIGUIEﬁTE
ff

Vg

=2
Q
g
=
i

IMPLIC?T AR

DIMENSJION

READ(S,

RE. 0) F
IF(INCNOD.L%.0) IN'*@ﬁ

IF(NELU.LE. =
IF (NELU.GT.NE )
WRITE (6, 60)

STOP
ELSE
NINC=-1
DO 20 N=NEL1,NELU, INCEL
NINC=NINC+1
DO 10 M=1,NPE
10  NODES (N, M) =NODO (M) +NINC* INCNOD
20 CONTINUE
ENDIF
30 CONTINUE

DO 50 N=1,NELEM

SUMX=0.0

SUMY=0.0

NEN=NPE

IF(NEN.NE.4) THEN
DO 40 M=5,NEN

MM=NODES (N, M}
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IF(M.NE.9 .OR. M.NE.6) THEN
M4=NODES (N, M-4}
M3=NODES (N, M-3)
IF(M.EQ.8) M3=NODES(N,1)
IF (GLXY (MM, 1) .EQ.1.E20)

* GLXY (MM, 1)=0.5* (GLXY (M4, 1) +GLXY (M3,1))

IF(GLXY (MM, 2) .EQ.1.E20)

* GLXY (MM, 2)=0.5* (GLXY (M4, 2) +GLXY (M3, 2))

IF (NEN.NE.8) THEN
SUMX=SUMX+GLXY (M4, 1)
SUMY=SUMY+GLXY (M4, 2)

ENDIF

ELSE

IF(GLXY (MM, 1).EQ.1.E20} GLXY (MM, 1l)=0.25*SUMX N

ENDIF
40 CONTINUE
ENDIF
50 CONTINUE
60 FORMAT (/, 'MS
RETURN
END

T —

Sdebug |‘
SUBROUTINE CONFRON|{IVRE
BW

IF(GLXY (MM, 2) .EQ.1.E20) GLXY(MM,2)=0.25*SUMY

Py
N, rﬁﬁﬂ

LA SUBRUTINA IMPL
PRIMARIAS Y SECUN
Y (BANDEADA Y SIM

aoaoaaon

* IVSE (MAXSEY, 2) , vW9g
IF(NVSE.NE.O) THEN -

DO 10 I=1,NVSE

c IMPLEMENTA LOS VALORES éﬁég?i 0S DE LAS
= L
TEY

II=(IVSE(I,1)-1)*NDF+IVSE(I,2)

10 SL(II)=SL(II}+VVSE(I)
ENDIF

a oo

IF(NVPE.NE.O)THEN
DO 50 NB=1,NVPE

IMPLEMENTA LOS VALORES ESPECIFICADOS DE LAS VARIABLES PRIMARIAS:

IE=(IVPE(NB,1)-1)*NDF+IVPE (NB, 2) )

VALUE=VVPE [(NB)

IT=NHBW-1

I=TE-NHBW

DO 30 1II=1,IT

I=I+1

IF(I.GE.1) THEN
J=IE-I+1
SL{I}=SL{I}-S5(I,J)*VALUE
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S4{T,3)=0.0
ENDIF
30 CONTINUE
S TReedlsh=il=
SL(IE)=VALUE
I=1IE
DO 40 II=2,NHBW
I=T+1
IF{(I.LE.NEQ) THEN
SL(I)=SL{I)-S(IE,II)*VALUE
S{IE,II)=0.0

ENDIF
40 CONTINUE
50 CONTINUE
ENDIF
RETURN — LY —_
END ; . .r'Jfr.l.,.-"I
\
“".‘.h'-._h
“uﬂﬁﬁz¥]
L
Sdebug ".".
SUBROUTINE :ﬁ
IMPLIG ,ﬁ
o If
T s ——] T | R
c LA SUB %TI ; s #)E 3¥3, [A]l; LA
C INVERSAI|ES|A !
TR s | : e
c ]
DIMENS%PNJ
C \Q\‘
G(zl,zzwzg,‘
F(21,2 3,
g1 -G Mi2,2)
Cc2 =GEA2, .
€3 G(A}Q 13 ., A
DET = A(l‘n)*Cl -
B(l:l) = F(A(le}l
B(1,2) :—F(Ahg
B(1,3) = F(A(XE) & 3)
B(2,1) =-F(A(2:¥7,A(3N3)., K
B(2,2} = F{A(L:1),Al13:3), A(3 Ty Peifuiles (3]
B(2,3) =FIA{1,2),B(2,3) ;B{1,3);A(2;1) ]
B(3,1) = F{A{2,1),A(3,2),8(3,1) ,A(2,2))
Bi{3:2)y ==P{A(1:;1),AL3,2] . 8(1,2) A(3,1})
B(3,3) = F(A{1l,1),A(2,2),8(2,1);A(1,2))
RETURN
END
$debug
SUBROUTINE MALLA2DG (NELEM, NNODE, NODES, MAXELM, MAXNOD, GLXY)
C _________________________________________________________________
g SE GENERAN LAS COCRDENADAS DE LOS PUNTOS NODALES PARA EL TIPO DE
& MALLA ESPECIFICADC
c
[ NOD1 =PRIMER NUMERO DE NODO EN EL SEGMENTO DE LINEA
o NODU  =ULTIMO NUMERO DE NODO EN EL SEGMENTO DE LINEA
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INCNOD
X1,Y1
XU, YU
RELAC

=COORDENADAS GLOBALES DEL PRIMER NODO SOBRE LA LINEA

=COORDENADAS GLOBALES DEL ULTIMO NODO SOBRE LA LINEA
=RELACION DEL PRIMER ELEMENTO A EL ULTIMO ELEMENTO

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
DIMENSICN GLXY (MAXNOD, 2)

DO 10 I=1,NNODE
GLXY(I,1)=1.E20
GLXY(I,2)=1.E20

LEE NUMEROS DE LOS RECORDS (SEGMENTOS DE LINEA) Y DATOS DE CADA
LINEA

20

30

READ (5, * ) NRECL
DO 30 IREC=1,NRECL

IF(NODU.LT.NOD1

IF (NODU.NE. NOD%
IF (INCNOD. LE.\0
IF (RELAC.LE. 0\
NODIF= (NODU-N
XL1=¥XU-¥1
YL1=YU-Y1 \
GLXY (NOD1, 1’“X1W
GLXY (NOD1, 2)=Y1 ||5‘
ALNGTH=DSQRT (XL1tXL1
ALINC=(2.0*ALNGTH/NG
ALRAT=ALINC/RELAC

IF (NODIF.NE.1) DH {L=
IF(NODIF.EQ.1) QFL
SUM=0.0
1=-1 N
DO 20 N=1, NODIF
I=I+1 !
SUM=SUM+ALINC-
NI=NOD1+N*INCNO )
GLXY (NI, 1)=X1+XL1*
GLXY (NI, 2)=Y1+YL1*S
CONTINUE
ENDIF
CONTINUE
CALL CONECTI (NELEM,NODES,MAX
RETURN
END

$debug

000

SUBROUTINE MALLA2DR(IEL,NX,NY,NPE,NNM, NEM, NOD, DX, DY, X0, Y0,

* GLXY, MAXNEM, MAXNNM, MAXNX , MAXNY )

=INCRE. DE UN NODO CON EL SIGUIENTE A LO LARGO DE LA LINEA

LA SUBRUTINA GENERA LOS ARREGLOS [NOD] Y [GLXY] PARA DOMINIOS

RECTANGULARES.

EL DOMINIO SE DIVIDE EN NX SUBDIVISIONES A LO LARGO
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c DE LA DIRECCION X Y NY SUBDIVISIONES A LO LARGO DE LA DIRECCION Y.
c LAS SUBDIVISIONES DEFINEN LOS ELEMENTOS RECTANGULARES DEL TIPO
c REQUERIDO. '
c- Dmal e e e b
c
IMPLICIT REAL*8 (A-H,O0-Z)
DIMENSION NOD(MAXNEM, 9),GLXY (MAXNNM, 2}, DX (MAXNX) , DY (MAXNY)
C
NEX1=NX+1
NEY1=NY+1
NXX =IEL*NX
NYY =IEL*NY
- NXX1=NXX+1
e NYY1=NYY+1
{: - NEM =NX*NY
.o : NNM=NXX1#NYYL 7
' A
- :
W -
b : c
=g )
g
=
gy
i 2
"
a R "
“at
L=
-
-
\ni - 100
'l._ Q
- 110
7 2 c
\
- IF(NX.GT.1l) THEN
: - DO 140 NI=2,NX
) - DO 120 1I=1,NPE
H - K1=IEL
IF(I.EQ.6 .OR. I.EQ.8) K1=1+KO
120 NOD (NI, I)=NOD(NI-1,I)+Kl
) M=NT
DO 140 NJ=2,NY
L= (NJ-1) *NX+NI
DO 130 J=1,NPE
130 NOD(L,J) = NOD(M, J) +NXX1+ (IEL-1) *NEX1+KO*NX
140 M=1,
ENDIF
C
C GENERA LAS COORDENADAS GLOBALES DE LOS NODOS, [GLXY]:
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DX (NEX1)

DY (NEY1)
XC=X0
YC=Y0
IF(NPE.EQ.8} THEN
DO 180 NI=1,NEY1
I=(NXX1+NEX1) * (NI-1)+1
J=2*NI-1
GLXY (I, 1)=XC
GLXY (I, 2)=¥YC
DO 150 NJ=1,NX
DELX=0.5*DX (NJ)
I=I+1
GLXY(I,1)=GLXY{I-1,1)+DELX
GLXY (I,2)=YC

0.0
0!0

I

I=I+1 ~7 -

GLXY (I, 1)=GLXY(I-1,14¥BE
GLXY(I,2)=YC AW
CONTINUE -
IF(NI.LE.NY)THER:, =
I=I+1 [f=y
YC=YC+0.5%
GLXY(I,1)=
GLXY(I,2)=
DO 160 IT=1}NX
I=T+1 !
GLXY (I,1)=GLKY (I
GLXY(I,2)=
ENDIF
YC=YC+0.5*DY(N1;J
ELSE E!
YC=Y0
DO 200 NI=1,NEY1ﬁh
XC=X0 |
I=NXX1*IEL* (NI-D)}]
DO 190 NJ=1,NEXfE
I=1+1
GLXY(I,1l)=XC N
GLXY (I, 2)=YC ﬁ\\
IF(NJ.LT.NEX1) THEN \\f,_h
IF(IEL.EG.2} THEN ‘ﬁLf
I=T+41 k:ifhﬁﬁk /’\
¥C=XC+0.5*DX (NJ) =
GLXY (I, 1)=XC
GLXY (I, 2)=YC
ENDIF
ENDIF
XC=XC+DX {(NJ) /IEL
¥XC=X0

IF(IEL.EQ.2) THEN
YC=YC+0.5*DY (NI}
DO 1985 NJ=1,NEX1
I=I+1
GLXY(I,1l)=XC
GLXY (I, 2)=¥YC
IF(NJ.LT.NEX1)THEN
I=I+1
XC=XC+0.5*DX {NJ)
GLXY(I,1l)=XC
GLXY (I, 2)=¥YC
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ENDIF
195 XC=XC+0.5*DX (NJ)
ENDIF
200 YC=YC+DY (NI)/IEL
ENDIF
RETURN
END
Sdebug
SUBROUTINE POSTPRO(ELXY,NDF,NPE,ESPE, ELU, ISTR,
* XX, YX, XY, YY, XXY, YXY, DMXX, DMYX, DMXY1, DMYY1, DMXXY, DMYXY)
| 9 =
c _______________________
c FLEXION DE
: i
C e
& %)

/
X,é;;zO,FX,FY,
/

16) ,{#DDSFH (3, 16)
9, DMYMEN , DMXYMEN

c |
DATA
* 0.577
PI=4.0T
C
E E LA INTEGRACION
7 .
C ! -.
1 k1
YC = 0.0 *.
DO 50 I=1,Né§:i%ﬁﬁﬁl " d;#ff’T::Q
XC = XC+SF(I)*ELXY (I, T¥ has
50 YC = YC+SF[IJ*ELXY(I,2)
C
C PROBLEMAS DE FLEXION DE PLACAS:
c ESFUERZOS SGMAX, SGMAY Y SGMXY SE CALCULAN EN EL SUPERIOR/INFERIOR
c DE LA PLACA (Y SGMXZ Y SGMYZ SON CONSTANTES A LO LARGO DEL ESPESOR
c
PLTD=(ESPE*ESPE) /6. 0D0
DSXY= 0.0
DSXX= 0.0
DSYY= 0.0
Cc
c TEORIA CLASICA DE PLACAS:
C
NN=NPE*NDF

DO 90 I=1,NN
DSXX = DSXX+GDDSFH(1,I)*ELU(T)
DSYY = DSYY+GDDSFH(2,I)*ELU(I}

i
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50 DSXY = DSXY+GDDSFH(3,I)*ELU(I)

SGMAX=- (CMAT (1, 1) *DSXX+CMAT (1, 2) *DSYY) /PLTD

SGMAY=- (CMAT (1, 2) *DSXX+CMAT (2, 2) *DSYY) /PLTD

SGMXY=-4.0%CMAT (3, 3) *DSXY/PLTD

DMOMX =- (CMAT (1, 1) *DSXX+CMAT (1, 2) *DSYY)

DMOMY =- (CMAT (1,2) *DSXX+CMAT (2, 2) *DSYY)

DMXY=—4.0*CMAT (3, 3) *DSXY

WRITE(6,300) XC,YC,SGMAX,SGMAY, SGMXY, DMOMX, DMOMY, DMXY

IF (SGMAX.GT.DXMENOR) THEN

DXMENOR = SGMAX i
XR=XC

YX=YC

ENDIF

IF (SGMAY.GT.DYMENOR) THEN

DYMENOR = SGMAY
XY=XC
YY=YC

”~

IETLO

IF (ABS (SGMXY) . GRvAS
DXYMENr_' ng;,f'
XXY=XC | ™\
YXY=YC | h;i# -
ENDIF
IF (DMOM®S GT . D
DMXMEN =|{DMOM|
DMXX=XC 1| |
pMYX=yC |l .
ENDIF ﬂ
IF(DMOMY.ﬁ Rip
DMYMEN =
DMXY1=XC ”
DMYY1=YC |
ENDIF i

IF (ABS (DMRY) .

DMXYMEN =
DMXXY=XC"" }|

ENDIF
100 CONTINUE
300 FORMAT (8E12.4)
RETURN
END

Sdebug
SUBROUTINE RECTAN (NPE,XI,ETA, DET, ELXY, NDF)

LA SUBRUTINE EVALUA LAS FUNCIONES DE INTERPOLACION (SF(I)) Y SUS

DERIVADAS CON RESPECTO A LAS COORDENAS GLOBALES (GDSF(I,J)} PARA

ELEMENTOS LINEALES DE LAGRANGE Y RECTANGULARES CUADRATICOS, U--- .
DO LA FORMULACION ISOPARAMETRICA. LA SUBRUTINA TAMBIEN EVALUA LAS

FUNCIONES DE INTERPOLACION DE HERMITE Y SUS DERIVADAS GLOBALES U-

SANDO LA FORMULACION SUBPARAMETRICA.

nstituto e Hnogen
dInivnersiopaD Peracrusarnda

aaaoaOoaoaoaoaoaoannan

SEILY sisnssscres FUNCIONES DE INTERPOLACION PARA EL NODO I DEL
ELEMENTO.

PEF(T, E)] swwseses DERIVADA DE SF(I) CON RESPECTO A XI SI J=1 Y
A ETA 5I J=2
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GDSE (T, L) «vuveu DERIVADA DE SF(I) CON RESPECTO A X SI J=1 Y
Y SI J=2

XNODE (I,;d) «=esws J-ESIMA (J=1,2) COORDENADA DEL NODO I DEL ELE-
MENTO.

NEAT) o wwie v a0 0imece ARREGLO DE LOS NODOS DE LOS ELEMENTOS (USADO PARA
DEFIRNIR SF Y DSF}

GI(T,T)  siashanas MATRIZ JACOBIANA.

GIINV(I,J) .....0 INVERSA DE LA MATRIZ JACOBIANA.

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)

DIMENSION ELXY(9,2),XNODE(9,2),DSF(2,9),6J(2,2),GJINV(2,2)
DIMENSION GGJ(3,3),GGINV(3,3),DDSJ(3,16),DDSF(3,4),DJCB(3,2),

* DSFH(3,16) ,DDSFH(3,16)

COMMON/ SHP/SF (9) , GDSF (2, 9) ,SFH(16) ,GDSFH (2, 16) , GDDSFH (3, 16)

DATA XNODE/-1+0D0, 2*1,0DG,r1.0D0, 0-0D0, 1.0DC, 0.0D0, -1.0DO,
8 0,400,425 09,9,,. 2#1:0p0, < T¢ 0.0D0, 1.0D0, 2+*0.0D0/

D= . : .,
D00 Do) =
--Pormhieﬁgggg . 57 UN ELEMENTO DE

GIINV(1,1)=6J (2.2) /DE

- F e g ] .".
GJINV(2,2)=§E . ET
GJINV(1,2)=-GmT " ﬂ

2

GJINV(2,1)=-GJ(2,1)/DET™~

FUNCIONES DE INTERPOLACION CONFORMES DE HERMITE (BARA ELEMENTO
DE CUATRO NODOS)

IF (NDF.EQ.4) THEN
Y=
DO 60 I=1,NPE
XP  =XNODE(TI, 1)
YP  =XNODE(I,2)
Xl ={F*¥p-1.0
X172 =Xri-1.0
ETAl =ETA*YP-1.0

ETA2 =ETAl-1.0

XI0 =(XI+XP)**2
ETAOQ =(ETA+YP)**2
XIP0O =X1+¥P
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XIP1 =3.0*X
XIP2 =3.0*X
YIPO =ETA+Y

Uesis e Hlaestria

I*XP+XP*¥P
I*XP+2.0*XP*XP

P

YIP1 =3.0*ETA*YP+YP*YP
YIP2! =310 BETA*YPH2J0 > VP =¥R

SFH(II)
DSFH (1, IT)
DSFH(2,II)
DDSFH (1,11}
DDSFH (2,11}
DDSFH(3,II)

SFH(II+1)

DSFH(1,II+1
DSFH(2,II+1
DDSFH(1,II+
DDSFH(2,II+
DDSFH (3,114

SFH(II+2)
DSFH(1,I1
DSFH (2, IT!
DDSFH(1,I
DDSFH(2,II

DDSFH (3, IT4R)

SFH{II+3)
DSFH(1,II+3
DSFHE(2,II+3
DDSFH(1,II+
DDSFH(2,II+
DDSFH(3,II+
TI=I*NDF+1

CONTINUE

ELSE

# |
FUNCIONES DE INTHEX

DE CUATRO NODOS)

II=1

DO 80 I=1,N
XPp =XNOD
YP =XNOD
XI0 =XI*X
ETAQ =ETA*
XIP1 =XI0+
ETAP1 =ETAO
XIM1 =XI0-
ETAM1 =ETAD
XID

ETAD

=0,
=0.
=0.

0625*FNC (ETAQ, ETA2) *FNC (XI0,XI2)
0625*FNC (ETAO, ETAZ) *XIPO* (XIP1-4.0)
0625*FNC (XI0,XI2)*YIPO*(YIP1-4.0)
=0.125*FNC (ETAO, ETA2) * (XIP2-2.0)
=0.125*FNC(XI0,XI2)*(YIP2-2.0)

=0.0625* (XIP1-4.0) *(YIP1-4.0)*XIPO*YIPO

=-0.0625*XP*FNC (XI0,XI1)*FNC(ETAO,ETA2)
) =-0.0625*FNC (ETAOQ, ETA2) *XP*XIPO* (XIP1-2.0)
)
1)
1)
1)

L. 0)
-i}Q3*2190
-

(XT2

1-
1o

van:

4.0)?X190
AD Eﬁhl)
2. 0)*x1PO
L0)HYIPO

I'II'|

il =(
g
il =
3y =
3ﬂ =

v/
AN
u

LAC
",
k-
PE
B T; 1)
BT, 2)
P
YP
L
s |
1
=1

=3.042.0*XI0+ETAO0-3.0*XI*XI-ETA*ETA-2.0*XI/XP
=3.04XI10+2.0*ETAD-XI*XI-3.0*ETA*ETA-2.0*ETA/YP

ETAXI =4.0+2.0* (XI0+ETAQ)-3.0* (XI*XI+ETA*ETA)

SFH(1II) = 0
DSFH(1,II)
DSFH(2,II)
DDSFH(1,II)
DDSFH(2,IT)
DDSFH (3, IT)

SFH(II+1)

-2.0* (ETA/YP+XI/XP)
.125*XIP1*ETAP1* (2. 0+XI0+ETAO-XI*XI-ETA*ETA)
=0.125*XP*ETAP1*X1ID
=0.125*YP*XIP1*ETAD
=0.250*XP*ETAPL* (XP-3.0*X1-1.0/XP)
=0.250*YP*XIP1* (YP-3.0*ETA-1.0/YP)
=0.125*XP*YP*ETAXI

=0.125*XP*XIP1*XTIP1*XIM1*ETAP1
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=0.125*XP*XP*ETAP1* (3.0*XI0-1.0)*XIP1
=0.125*XP*YP*XTP1*XIP1*XIMl

DDSFH(1,II+1) =0.250*XP*XP*XP*ETAP1* (3.0*X10+1.0)

DDSFH(2,II+1)
DDSFH(3,II+1}

SFH(II+2)
DSFH(1,II+2)
DSFH(2,II+2)
DDSFH(1,11+2)
DDSFH(2,II+2)
DDSFH(3,II+2)
II=I*NDF+1
80 CONTINUE
ENDIF

DDSF (f, 4)] |
DDSF?’,4)'

GDSFH(I,J)=SUM
100 CONTINUE
110 CONTINUE

DO 90 K={, '
SUM=SUM&G I,K)*DSFH (K
50 coNTINUE = , fﬁxiL .
%

=0.0
=0.125*XP*¥P*YP* (3.0*XI0-1.0) *XIP1l

=0.125*YP*XIP1*ETAP1*ETAP1*ETAM]
=0.125*XP*YP*ETAPI1 *ETAP1*ETAML
=0.125*YP*YP*XIP1* (3.0*ETA0-1.0)*ETAP1
=0.0

=0.250*YP*¥P+*YPLXTP1* (3.0*ETAO+1.0)
=0.125*XP*YP*YP* (3. 0*EPA0-1.0) *ETAPL

zEOMETRIA SE APROXIMA
i~ DE LAGRANGE (FORMU-

CALCULO DE LAS SEGUNDAS DERIVADAS GLOBALES DE LAS FUNCIONES DE

HERMITE

DO 140 I=1,3
DO 130 J=1,2
SUM=0.0D0
DO 120 K=1,NPE

SUM=SUM+DDSF (I, K) *ELXY (K, J)

120 CONTINUE

DJCB(I,J)=SpM
130 CONTINUE
140 CONTINUE

DO 170 K=1,3
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DO 160 J=1,NN
SUM=0.0D0

DO 150 I=1,2

SUM=SUM+DJCB (K, L) *GDSFH (L,

CONTINUE
DDSJ (K, J)=5UM
CONTINUE
CONTINUE

J)

CALCULO DEL JACOBIANO DE LA TRANSFORMACION

GGJ(1,1)=GJ(1,1)*GJ(1,1)
GGJ(1,2)=GJ(1,2)*GJ(1,2)
GGJ(1,3)=2.0*GJ(1,1)*GJ (1,2}
GGJ(2,1)=GJ(2,1)*GJ(2,1)

GGJ(2,2)=GJ(2,2)*GJ(2,2),f

GGJ(3,3)=GJ(2,1¥*GJ (1,

CALL INVER3$F§$%

| k::}l'

DO 200 I=1,3

DO 190 J=1,
SUM=0.0DO |
DO 180 K=1\\3
SUM=SUM+G£TNV(
CONTINUE |

=

—DDSJiﬁhﬁﬁj
1

GDDSFH(I, J)#SUM

Gi] (DDSEFK, J)

Bl

CONTINUE
CONTINUE
RETURN
END

LOS CALCULOS DE LOS EL

DE PLACAS.

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)

MEN SE '
CUADRATICOS Y FORMULACION TRICOS.
REDUCIDA ES USADA EN CIERTOS-TE No§fﬁh
: ‘] L -

—HAgRA

ENTOS LINEALES,
NTRGRACION

COMMON/STF/ELF(27) ,ELK(27,27) ,ELM(27,27) ,ELXY(9,2),ELU(27),
* ELV(27) ,ELA(27),Al,A2,A3,A4,AS
COMMON/PST/A10,A1X,A1Y,A20,A2X,A2Y,A00,C0,C¥,CY,F0, FX, FY,

* Cc44,C55,AMU, CMAT (3, 3)

COMMON/SHP/SF(9) ,GDSF(2,9),SFH(16) ,GDSFH(2, 16) ,GDDSFH (3, 16)

COMMON/PNT/IPDF,IPDR,NIPF,NIPR
DIMENSION GAUSPT(5,5),GAUSWT(5,5)

DATA GAUSPT/5+*0.0DO,

-0.57735027D0,

0.57735027D0, 3=0.:0D0;

-0.7745%667D0, 0.0D0, 0.77459667D0, 2*0.0D0, %0.86113631D0,

* -0.33998104D0, 0.33998104D0,
* -0.53846931D0, 0.0DO,

DATA GAUSWT/2.0DO,

0.
0.53846931D0,

86113631D0, 0.0DO0, -0.90617984DO0,

0.906173984D0/

4*0.0D0,2%*1.0D0,3*0.0D0, 0.55555555D0,
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CO Y BANDEADO USANDO EL METODO DE ELIMINACION DE GAUSS:
[BAND] {U}={RHS}. LA MATRIZ DE COEFICIENTES ES INTRODUCIDA COMO
RHS (NEQNS), DONDE NEQNS SON LOS NUMEROS REALES DE LAS ECUACIONES
Y NBW ES LA MITAD DEL ANCHO DE BANDA. LAS VERDADERAS DIMENSIONES
DELA MATRIZ [BAND] EN EL PROGRAMA, SON NRM Y NCM. CUANDO IRES ES
MAYOR QUE CERO, EL LADO DERECHO DE LA ELIMINACION ES EVITADA.

IMPLICIT REAL*8{A-H,0-Z)
DIMENSION BAND (NRM,NCM) , RHS (NRM)

MEQNS=NEQNS-1
IF(IRES.LE.O) THEN
DO 30 NPIV=1,MEQNS
NPIVOT=NPIV+1
LSTSUB=NPIV+NBW-1 W\ iy

A

IF(LSTSUB.GT.NEQN r"‘: ”1 g
LSTSUB=NEQNS [y
ENDIF

DO 20 NROW‘ L U . -.,gmn s
NCOL*NROW—

FACTOR—BANug.}v OLIZEBAND K
DO 10 NCOL= : ‘ k“:ﬁ
ICOL=NCOL-N LL_ |

CONTINUE

ELSE AL ;
DO 60 NPIV=1,MEQNE

NPIVOT= NPIV+1
LSTSUB=NPIV+NEW-1

| lesars

I TTET

LSTSUB=NEQNS
ENDIF

DO 50 NROW=NBT T
NCOL=NROW-N
FACTOR=BAND (

50 RHS (NROW) =RHS (¥ _ &
60 CONTINUE ;
ENDIF

SUBSTITUCION HACIA AT Jﬁi;qaﬁﬁl ffﬁ\ Eﬂgffﬂzig

DO S0 IJK=2,NEQNS

NPIV=NEQNS-IJK+2

RHS (NPIV) =RHS (NPIV) /BAND (NPIV, 1)

LSTSUB=NPIV-NBW+1

IF({LSTSUB.LT.1) THEN
LSTSUB=1

ENDIF

NPIVOT=NPIV-1

DO 80 JKI=LSTSUB,NPIVOT

NROW=NPIVOT-JKI+LSTSUB

NCOL=NPIV-NROW+1

FACTOR=BAND (NROW, NCOL)

80 RHS (NROW) =RHS (NROW) -FACTOR*RHS (NPIV)
90 CONTINUE

RHS (1)=RHS (1) /BAND(1,1)

RETURN

END
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L 0.88888888D0, 0.55555555D0,
* 2*0.65214515D0,0.34785485D0, 0.

T 0.47862867D0,0.56888888D0,0.

]
NDF=NN/NPE
NET=NN
&
o INICIALIZA LOS ARREGLOS
&

DO 120 I=1,NN
ELF(I)=0.0

DO 120 J=1,NN

120 ELK(I,J)=0.0

- 1

DO 200 NI=1,}'E{%7
DO 200 NJ=1;IPDgLt
XI=GAUSPF{NI, IP:

ETA=GAUSPY,(NJ EPDF)
CALL Rgt

e NeNe!

T -

‘ LS T : g
AN ANPE, XI, ETA, DETS‘EERY, NDF) _ “x;lhv'
CNST=DER=CAISHT NI, [B0F ] *GAUISWT (NI I1PhE, | J,\_ |

%=0.0 "'\

¥=0.0 I\

DO 140 I%%1,NP

X=X+ELXY {{I, 1) }§
140 Y=Y+ELXY ( 5,2)

“ |
FUENTE:Fqux* -
" :
I1=1 [f
DO 180 I=]|NET
JJ=1 \
DO 160 J=1\\NE
C _,%"
ol TEORIA GLABICA
g L

*

PL SR

GDDSEH
160 JJI=NDF*J+1 ;o

SE SUPONE QUE LA FUENTE DE LA F

aano

ELF(I) = ELF(I)+CNST*SFH(I)*FU
180 IT = NDF*I+1
200 CONTINUE

%

2%0.0D0, 0.34785485D0,
0D0, 0.23692688D0,

47862867D0,0.23692688D0/

LT 3

CICLOS DO PARA LA INTRACION NUMERICA (GAUSS) COMIENZA AQUI.
LA SUBRUTINA RECTAN ES LLAMR?Aﬂ%QUl
Vri ¥

Rl

= :
P

f (1,2)%€DDSFH (2, J)
T(z,}gﬁ*GDDSFH(z,J}

(2, 1)#BM2+2f 0*GDDSFH (3, T) *BM6)
L=

ORMA fx = FO+FX*X+FY*Y

ENTE

o $
RETURN s
END '

Sdebug
SUBROUTINE SOLUCION (NRM,NCM, NEQNS,NBW, BAND, RHS, IRES)

c _________________________________________________________________

C LA SUBRUTINA RESUELVE UN SISTEMA DE ECUACIONES ALGEBRAICAS SIMETRI
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