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Capitulo 1
Introduccion

1.1 El Problema’

-

""»t'-*“u_lj: ._'?'.-"'

—
El péndulo ﬂ;iva-/;lo es un problema elasir:o en la teona de @&Ll Los modelos del

odelos pueden ser la base
f!

operador human(;’-han sido

para entrenar a ot’ms si en q’na maquina que pueda

reemplazar al oper or huHar

?@erqs Pajo el mgz—; -

ser muy peligrosas tales com ica 1ones en el espacio o dentro
meres ge}hé’saxgdﬂé odelo thue capture una respuesta
___- 1

de una planta nucleaf Sei t
muy parecida al del éper '

Dentro del estudio de los ro%ots de \plen{/ J es lo més importante ha sido el
balanceo de estos, pues es la parte esencial para que no caiga el cuerpo del robot. Las primeras
maquinas que se balanceaban activamente fueron automaticamente controladas por péndulos
invertidos. Es sabido, que un humano puede balancear una escoba en su mano o en un dedo
con relativa facilidad. ;Por que no usar control automatico para construir una escoba (un
péndulo invertido) que se balancee por si misma? Claude Shannon fue quizé el primero en

hacerlo. En 1951 us6 las partes de un juego erector para construir una maquina

Tvoveeto e Dagitalisacion e Tewis
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1.2 Planteamiento

que balanceara un péndulo 1nvert1d0 que estaba amba de un pequeno carrito. A partir de los

trabajos de Shannon, Ro‘ﬁ'e,rt ;1 y &bs de sus pstqﬁatﬁes é 1a Umver31dad de Standford,

1 L '_"{ :
trabajaron en conﬁqladores dﬂms’ﬁémras g bﬁlmeeahaﬁ'es pendujns a la vez. En un caso,
| a e
los péndulos fuel:bn j;ﬁon ados de la ado del carro, 0 O&sn“‘fueron montados uno

arriba del otro tal y-ucomo S

- s T
) ACTR. o eatd '
Fig. 1.1 Cannon yswm,studmn €S On mag : ulos m%nidos en un carro movible.

Cannon y su grupo es§gbax; mteresadUS' en el prgial,ema de unica entrada-multiples
salidas, en las limitaciones de reahzar 'y llevar B f:‘aﬁo el balance Maés tarde, ellos expresaron
técnicas para proporcionar balance a un péndulo invertido flexible [Schaefer & Cannon 1966].
Todos estos estudios para balancear al péndulo invertido fueron importantes precursores para
investigaciones realizadas més tarde en el area de locomocion, tal que el modelado del
péndulo invertido evoluciond para llegar a ser la herramienta principal para el estudio de
sistemas con extremidades (por ejemplo Vukobratovic y Stepaneko[1972], Hemami y
Golliday [1977], Kato ef al.[1983], Miura y Shimoyama [1984]. Desafortunadamente, ninguno

se ha extendido hasta alcanzar los resultados con la elegancia analitica de Cannon para
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1.2 Planteamiento

sistemas con extremidades mas complicados. La importancia del balance activo para la

locomoci6n ha sido conocido por algunos desde hace ya a] gunos afios (por ejemplo, McGhee
-~ if B Ay "]

_epo el progrescdix—_@% nstruccmn de sistemas con
extremidades ﬁsui& que Qctrp’ﬁ:,_ LY R Mﬂa Por ‘\ﬂldente dificultad del

trabajo. No fue sxﬁb_;ﬂfstz[ ina - ts én_el balance comenzaron
I| 'III

a salir adelante. Kafo y sl

y Kuhner[1969], y Fmﬁ“

(ENIieria

Kato, ef al.[1983], Mlura

) qiel péndulo invertido.

: jjimﬁra maquina caminadora

que se balanceaba pok' si misma ._ j ', -para ﬁw’cont{ﬁ{' én
[ L l',. l-" bd =,
Bipedos dma,t'iuc

(Lad(‘i}\s en varios laboratorios

i
1eri%&;y lo que se espera en

Otras de las prm‘mpa]es aplicacionessqu pueden encontra.r para un péndulo

.-".-"' _-."'
invertido, ademas de los roboé-que?&ae hgﬁ comenﬁao uede mencionar, la posicion de
un satélite con respecto a la Tierra, en este caso el satélite esta en movimiento y las antenas

que se encuentran en la Tierra no pueden dejarlo que se mueva demasiado, ya que si no se

Fnstituto- e
dAdninersioad Peracrusanda

saldria del rango de comunicacion entre ellos. Es como si se pudiera decir que estén sujetados
estos dos cuerpos (satélite y antena) por un vector virtual, el cudl en la parte de la Tierra se
encuentra fijo, y en la parte en movimiento en el espacio, haciendo asi la funcién de péndulo
invertido. Existen mas aplicaciones para el péndulo invertido como lo es la estabilidad en
gruas, edificios, aplicaciones didacticas, etc.
POvoveeto e Migitalisacion pe Tesis
Wesponsable FFL. . Albeerio JPedro L orandi FFlebina
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Capitulo 2
Modelo no Lineal

A continuacion se

Las variables de 1ntefJ és son: ._,.,.'
|H}\~ -

i

x posmloH lin
|| | .
m ! "'_:’.' i
x veloci&':}d linealde] carro— | i
T * 0 "

R i i “
M masadel carro’ == L l"”“},«'
‘ﬁ'ra.._ ‘?*-‘\\ Fn &
W i\ F —
- VNgs [ Ll

” masa del péndulo

) longitud del péndulo

g aceleracion gravitacional
£ energia cinética del eslabon i
Vi energia potencial del eslabon i

0 lagrangiano

FIvorecio e E’_ltuit.'uh;-:ntiﬁlsl Dy Tesis
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2.1 Modelado por el método de Euler - Lagrange

2.1 Modelado por el Método de Euler — Lagrange

- &
o+
w-
n r" de 2 grados de libertad
G H
A [ ] ‘ ) ‘
E - 3 nal
H . ! } | !l )
Primero se ne : cial del carro
W k Yb%ffn Ly
m ﬂ v, respectivamente, é}*ténd )
- Ly '.
=y \|
FF? Y | @.1)
P |
tﬂ y Il
=Ny = A
" ;’F*\I' 2.2)
=4
oA £ 4
- %
%
- U
: b mientras que las corre
HH #Ii, i)
.E: =2 '2+1 Lxcos()@ + 1 LZGZ 23
- - Kz-zmx 2m xcos(f) gm (2.3)
¥ g ;
)
v, =5(cost9 -1)mg (2.4)
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2.1 Modelado por el método de Euler - Lagrange

El lagrangiano es por definicion, la energia cinética total del sistema menos su energia

potencial. Esto es,

(2.5)
S 1
=~ (M+m)xffRi .
ey
Las ecuacmnéé\ que
|
(2.7)
donde ¢; represenh. la po correspondiente a cada elemento

=
. -, -
mévil del sistema, g , esla veloc"i'ajad co ndfuﬂéé; el par aplicado a dicho elemento.

La notacién 2 indica la derivacion parcial. Aplicando esto al sistema en estudio resulta

ox
% _o
ox
6_{ =(M +m) 3c+%mL cosf (2.8)
ox

Advoirecta e E’.nul'tn[uati-.il-ll oy TMesis
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2.1 Modelado por el método de Euler — Lagrange

.. _2 .-
A1) i miz — L mlsen(d) D + - mboos(O)® 2.9)
dt s 2 ., 2

sistema son:

(M + m)x — %mLseen(ﬁ)g2 + %ml,cos(ﬁ)é =7 (2.12)

%Lé + xcos@ — gsen® =0 (2.13)

voprecio Die Etm’tn[tmciﬁf\ Dy Tleois

PR esponsable FF1.F. JAlbeerio JPPebro L orandl HHlebina
Colaborabores: Cotanislao Jferman Harcia

AL, Enrigus BRobriagues: FHlamgana



Frstituto De Ihrrooenieria

dinivnersinDan Xeracrusana

Uesis de FHlaestria

2.2 Modelado usando las leyes de Newton

2.2 Modelado usando las leyes de Newton

Primeramente, se hacen los diagramas de cuerpo libre, los cuales se muestran en la
- b —

-~
i

figura 2.1
r/ ' 2
S 3
O
\
L]
§
'n"n
\ [
v
I}
Il
"'-C:lel
\
f;g.-]ll . o e '/ l‘I{J“"I
‘.'::"‘ e ‘ ity
Sean Fy yki:;xlg‘s fu aecio ,‘&, 0 onegwsyﬁorizontal y vertical,
\ 3>
del cen iu‘-_mh-jil asa de la bal;r’{ e I el momento de inercia

respectivamente de la acelér@l'lcién
[
L]

?'— - B y ==
rotacional alrededor del centrdmg: Eatbﬁw

Fy = ma, (2.14)
Fy = mg + ma, (2.15)
16 = F, gsenﬂ = %cosﬂ (2.16)

Avorecto e Etm’t.‘-hmri-.i-ng [y PRI
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2.2 Modelado usando las leyes de Newton

Las aceleraciones a, y a, se obtienen derivando dos veces la posicion del centro de

gravedad de la masa #7en la direccion correspondiente, lo cual lleva a

(2.17)
(2.18)
de donde
(2.19)
y
= L h_ L a2
FF=m(g- Esen(B)G - Esen(ﬂ)é' ) (2.20)
Haciendo suma de fuerzas en x
- L
T —F, =Mx Ecosﬂ (2.21)

Frovecto be Digitalizaciol e Tesiw
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2.2 Modelado usando las leyes de Newton

de donde

(2.22)

to de inercia [

(2.23)
(2.24)
sustituyendo x y simplificando se obtiene
4 . .
ELB + xcos@ —gsenf =0 (2.25)

Como puede verse, (2.12) y (2.13) coinciden con (2.22) y (2.25),

respectivamente

11
voeveeto e Digitalisacion be TWesis
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2.3 Modelado usando el voltaje de armadura del motor

2.3 Modelado usando el voltaje de armadura del motor

Considerando para el analisis, que el carro se mueve a través de una cremallera,

mediante una razén

= - a_gtlw‘rj.ci:[-a) =

231 Sistemaﬁi%@lt i 0’- TN i
% i

ggltaje, iente directa.
|-..I. f ||.* '.I __C-—:.,_"-

d
7
E.l"

.||| (2.26)
§
donde ;]II
(i A
S
"'\-\.H;
14 Voltaje de entrada\("y
I Corriente de armadura (Ampe
R,  Resistencia de armadura (Ohms)
K,  Constante del par del motor (N-m/Amp)
@,  Velocidad angular del eje del motor (rads/seg)
12
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2.3 Modelado usando el voltaje de armadura del motor

2.3.2 Sistema Mecanico

Desprecian

esta expresado p@ ¥,

{-Mr
1a con la cremallera) y que actia sobre el

(7) en la rueda dentada de salida (la cual en

carro:
T = z (2.29)
r
donde r es el radio de la rueda de salida. Sustituyendo 2.27 en 2.25:
V= ¥ R +K,o (2.30)
Kk, " " '
13
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2.3 Modelado usando el voltaje de armadura del motor

pero de 2.28 se tiene T = 7z y por otro lado @ ,, =K, x , entonces:

(2.31)

(2.32)

(2.33)

Kk’
CG=—"=" 2.34
2= 3 R (2.34)
la expresion 2.32 se simplifica a:

T=CV-GCx (2.35)

Orvopecto be Migitalizacianlbe Wewis
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2.3 Modelado usando el voltaje de armadura del motor

Regresando a la ecuacion 2.22 del modelo no lineal:

(2.36)
(2.37)
(2.38)
despejando @ :
6 = i[ sen@ — x cos @ (2.39)
A '

sustituyendo en 2.37

(M +m)x + EmLcosB %[gsenﬂ—xcosﬂ} = %mlsen(&)92+(C2+F)x =GV (2.40)

{Orovecto e Migitalizaciaonlbe Wesis
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2.3 Modelado usando el voltaje de armadura del motor

simplificando:

r
&

(M+m—-%mcos2 9] x-ﬂ&‘j 5 _f_

despejando x de 2.\3“'

. & I. "-\-h._ . m"-?‘ l:..\_-u:r. -
[C,V —(C, + F)x+ %mﬂg2 send — %\&9_96:}9‘ ;; —gsenf + %LB =0

multiplicando por dos y haciendo M =

M LO%cosfOsenf — M

\ h_é), ,
.

-

(2.41)

(2.42)

(2.43)
+m

M+m’

2cos
M+m

LO —2gsenf + %Lé = —[CV -(C, +F) x]

(2.44)
Provecio be Mimitalizaciomw e Tewis
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2 3 Modelado usando el voltaje de armadura del motor

factorizando:

(2.45)
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Capitulo 3
Espacio de Estado

- 3.1 Introduccion
o8-
= - Los métodos del lugar de g,aawb y los da ry:'spuesta -en..f_i:gs:uenma son muy utiles para
L] .
- iy P e
by al anélisis y el dis;no déé_st ‘as.coh una erlt_ga -'s ida; +Con las pruebas de
g N F 2 = - |' 0 o """"' .-r
t : respuesta en ﬁlq%af;;a de lazo abierto 58 puﬂde predec1r el des‘en@ﬂ dinamico del
L_,::' e "-.';"_;:"
b W sistema de lazq CerT: A : . Si es| netdsario| se pulede mejorar el
! F . .i.'"
E :" desempefio dmamico de wisi =t el ensqi,dor de adelanto o
d l | - | Fl
h r
m b de atraso. En la tér) ia 5lo se_con der}m importantes las
1 I e Ny &
2‘ sefiales de entrada, zfahc ay er __ 2 anilisis-y disefio s realiza udlhzando funciones
4 =N N T
n ‘n de transferencia, Jtmto d( del Igjgar de las raices y
- |.' Iy
ﬂ los de Bode. Laxd#sven on ﬁd‘}.?:/gonal es que en
n ’a :'3-:.-'" | .“-.:;,-'
- general sdlo se aplica a siste po, con'una entrada y una
-\. ‘|"
: m salida. No tiene aphcacmh en sisternas de optimo o adapfables que en la mayoria
i ‘H i f T t_"ﬁ'-lﬂ . .-"'d-z; /
. - [
- by son variables en el tiempo y/b-nﬁ llneﬂes f A _,-_’,'f'f =
Yo
'm E En cambio, en la teoria de control moderna, con los métodos en el espacio de
-
- : estado se pueden disefiar sistemas con los polos de lazo cerrado deseado o con las
H % ecuaciones caracteristicas deseadas, o sistemas de control Optimo con indices

determinados de desempefio. Los indices de desempefio son importantes porque
determinan la naturaleza del sistema de control resultante. Es decir, el sistema de
control resultante, puede ser lineal, no lineal, estacionario o variable en el tiempo,

dependiendo del indice de desempefio. También se permite con la teoria de control
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3.2 Espacio de Estado

moderna incluir condiciones iniciales, en caso de ser necesarias. No obstante, el disefio
utilizando la teoria de control moderna por medio de los métodos en el espacio de
estado, requiere una descripcion matematica precisa de la dinamica del sistema.. Desde

el punto de vista de computacion, ,-Lt.lir;s'ar??,{odosr _%:L espacio de estado son

| P2
particularmente adﬁgﬁa&

.,
planteados en ﬁ}jwmmo del-tiempo:

AW
tediosos que sc;'i}tfces
a los aspectos a:%liticc
espacio de estado.|'l:li|)tra gdas ven . __,nfijmfé la ele . I8t de llas |1';'l|.':11'1'ables de estado,
ya que estas no ne!ti‘.es amente rej |. 1tz “@ nitudes fisicas del i'{;istema. Se pueden
elegir como varial;:'es dt 3 i |
son medibles ni gba%'érva

al;. debido a que estan

[ ‘al diset of“-@e\l Fﬁéﬁle los célculos
— : 4 ey

o | .
dsfuerzo | exclusivamente
f

tajas Iclé los métodos en
I

: ida?f’;as fisicas o que no

Se utiliza la técnica de espacio de estado para el analisis como sigue:

T
Se propone el vector de estado [x x6 9]

Despejando de 2.41:
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3.2 Espacio de Estado

) ClV-(Cz+F)i—§nzgsen9ws9+lmLézsen9
x = 4 2 (3.46)

M+m-§mcosz 2]

(3.47)

(3.48)

como M = _ML+- , se tiene que, M (M + m) = m ; entonces multiplicando y dividiendo por
m

M+ m:

Avorecto e Emm'm[us?ﬂiﬁn e TMewis
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3.2 Espacio de Estado

- —mL 6> cos@sen 8 + 2(M +m)gsend —2cos[C,V - (C, + F)x |

Fnstituto De FIngenievia '

B . (3.49)
[5 (M +m) - mcos’ BJL
5
=
-
.
-
-
d
“.
m. —
| ‘ ‘
: Qe CF |
D)= | |
x RS PP o =B
| JE ; N M!;;i‘l' g %4 | ]'i|| lj 2 l,---*l ‘ ”2) (3.50)
= 6] —2co.«uav[&35f-(c2 ¥ ]=mL6} senf ;,_‘: +m);§she
- . , -'r ' w5 =
[ E\ ( : HZ Q?-y
“
u
p.
"
-
é
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Capitulo 4
Analisis de Estabilidad

4.1 Introduccion

=M
L

J generallla.ﬁ\te el punto mas

o

importante para sel"'itﬁfea arig te‘&rt:;ﬂ tiempo, muchos

’\
criterios de establhdad estz

Nyquist y el criterio deg Rom D I‘ro yl(anante en el tiempo,

Il
entonces tales crxter10§ de e étcﬂdos estan disponibles

e okd S

I&a& anOniaﬁlcatb}:es ‘Mj) s

el i;ijempo. Sin embargo,

s /de H,s‘}ablhdad puede ser
'\.,'

El analisis de cstablhdad de tapunov._e -- todo que puede ser aplicado para
.-#' ===

encontrar respuestas a cuestlonest*de esiab}lldqd de sm}gtﬁas un:fu neales.

4.1 Puntos de equilibrio

Para encontrar los puntos de equilibrio se igualan las derivadas a cero, de donde se

deduce que:

x=0=0 (4.51)
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4.1 Puntos de equilibrio

utilizando este resultado, se tiene para las demas derivadas:

;914 =3mgsen@cosf . (4.52)
A F N AT =
PR\ | . N

y .
- : LN

N AN o P

1}/ 2(M + m)gsend =2C\Vcos® K"*-,'f;ﬂ (4.53)

|

lf
I‘l' |'

",:d‘.';
< &
\

i
¥
|'F /
|
I

§
1

\
\

si se supone que V' =0, enton¢

if
I'.I
den rec#.lcir a:

(4.54)

(4.55)

lo anterior se cumple para € = nz, por lo tanto, se observa que el péndulo invertido tiene sus

Fnstituto De IFIngenieria
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>

puntos de equilibrio en:

Frvovecto e DMigitalisacion be Tesis

B esponsable FF.F. Albeerio JDedro ]Lnrngs’bi AFlebina
olaborabores: ¥stanislao fFerman arcia

AL B, FEurigue Bobrignues: FHlaogana



Hnstituto de Ingenieria
dininersitDpat Peracrusana

Uesis e FHlaestria

4.1.1 Estabilidad de los puntos de equilibrio

x, | x,
x 0
‘= 4.56
6, nmw -n
--FT\. ‘l‘é :- ( -l‘ ".r.ll.rd
.__/’l-(r;r-_:r- . ; |I “| / -\-_\
P ‘._ ':J.- | \ & \h".h
P G > \B00060 =2 2~ f'-"\
LE ; “v.‘ S vl < ,ﬁ
donde x, es la pos o’_}yﬁ al de equilibrio, que atn falta por de aE.
S
§ ",'f
(4.57)

con una entrada de control V=0
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4.1.1 Estabilidad de los puntos de equilibrio

Utilizando el primer método de Liapunov, se tiene que la ecuacién de estado es de la

forma:

{f :} wr""r'l""l
"‘\ ol II| i
A < \
A : N (4.58)
N A

donde f(x) esasu

(4.59)
x
o s -4(C, +F)J‘c—3mgvs¢.3n¢9co:~;6?+2mLt92 sen
4(M+m—3mcos2 9)
_ 4 (4.60)

0
—mL6? sen@cosf + 2(M +m)gsen@ +2cos@(C, + F)JE

DM M

[% (M +m)—mcos’ QJL

Pvoveeio be Digitalizacion by Tewis
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4.1.1 Estabilidad de los puntos de equilibrio

Entonces el punto de equilibrio x, sera asintéticamente estable si se puede encontrar una

matriz A
(4.61)
tal que todos sus val
(4.62)
donde
fix)=x
—4(C, + F)x—3mgsen 0 cos@ + 2mL 0° sen @
Fey=—B= N B :

4(M+m—%mcos2 9)

Pvovecio be Digitalizacion by Tewis
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4.1.1 Estabilidad de los puntos de equilibrio

frlx)=6
mLO* senBcosf + )g se.ti'fé’}*-!:r
fi(x)= v —
.-'4 ﬁ\"
¥— T,
L (3 b, -

OGO :, it

' e e ! 7 i o
Yo=Y
! [ el A R 8 .

(4.63)
.Il‘-, ., 5 I
Se observa que la estabilidad de los equil FiQ{I/l_O depende de la posicion.
9.0 _, (4.64)
Ox
6@ -MCtP) _ HCi+F) it

dx 4(M+m—%mcosz 9] ceti

x=x,
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4.1.1 Estabilidad de los puntos de equilibrio

% _g @50

‘ D00 T
e

-

(4.67)
(4.68)
4[M — 9)[— 3mg(cos6 —sen’ 8) + 2mL&* cos .9]
of,(x) = 4 |
00 3 X
4(M +m- ;mcos2 9]
[— 4(C, + F)x—3mgsen 6 cos@ + 2mL6” sen 6}6m cos@send
- (4.69)

3 2
|:4(M +m-— chos2 0}

x=1,

Provecto e Digitalizsacion e Wesis

BResponsable FE1. HH. SAlbeerio JDebro -':“_l:l'l.':l."lig]i AFlebina
Colaborabores: stanislao JfFerman dBarcia

AFL. B, FEuarigue Wobrigues: Flaogana



Instituto e Inogenieria
didniversiDan Peracrusarna

Wesis ne Flaestria

4.1.1 Estabilidad de los puntos de equilibrio

of, (x) _ 3mg (4.70)

200 (o ) SR 4.71)

i
.

5, N
.' "-,\' = R, S T - ""5\,;‘.:. H’:ﬂ'@\
)/

[* (M +m) —|m cos
af4(")| ’ 'lJ'
- /
a6
A
M
=
T,

. \ 5 i ;
[ — mL 62 cos @ sen;\{--'b-i’lmq _'s.ml’if:L 2 l:o_&e Zﬁ')% cos @ sen &

4 2 P
E(M+m)fmccs g |L

o (x) 3 2M+myg ] 6(M+myg
80  (AM+mL  (AM +m)L

4.72)
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4.1.1 Estabilidad de los puntos de equilibrio

%, (Ax) -0 (4.73)
06
-
" -
-
w (4.74)
.
gt
= L
bW
B (4.75)
- “
ﬁ u
n- A
u (4.76)
a R
At it
- 1
- ‘
oW
NS
E Q reagrupando los términos, la matriz queda:
‘-
ol o
H’ é
0 1 0 0]
0 MG, +F) 3mg 0
0 6(C, +F) 6(M+m))g 0
(AM+m)L (4M +m)L |
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Capitulo 5
Diseno del Sistema de Control

Los siguientes pardmetros seran usados a través del proceso de disefio:

— 4
W or Radio de la rueda de saﬁ-ds;l 0.635 cm
|\ m Mﬁhdel péndulo.~ |

WL | L 'm¢del pendulo &

ol olal
oo
.
(7]
[}

. 12.6 ohms
.‘76?."N;m /amp
L Y

70004535 N-m

rad/seg

AP _Relacién- 3¢ sahiderdel redng;or 871

-

Tabla 5.1 Parammas del Fndﬂo mvcﬂ‘fdo =

Sustituyendo valores en la ecuacion 4.77 se obtiene:

0 1 0 0
0 —15.0858 —3.0445 0

o o 0 1 1598
0 37.1206 31.6301 0

FProvecto e Migitalizacion e Wesis

P esponsable FF1. 3. Albeerio Pebro L orandi FFlebina
Colaborabores: stanislaoc Ferman dHarcia

AL Furigues Robrigues: Hlaogana



Aesis be FHlaestria

5.1 Linealizacién

5.1 Linealizacion

El método de Liapunov utilizado para determinar la estabilidad de los equilibrios, corresponde

a linealizar el sistema alréd

-"‘ |

: &
anteriormente es La“matnz ie enk

procede de mane{

que la matriz 4 obtenida

,@atrlz de entrada se

FInstituto e BInogenieria
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| (5.79)
/|
"'u,".l
desarrollando las dg‘%ﬁadas
(5.80)
o, (x) 4C, ’ _ 4G (5.81)

< e {M+m—%mcoszt?] RBE-i

x=x,
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5.1 Linealizacién

=0 (5.82)

(5.83)

(5.84)
(5.85)
X
_[*x]_t o 0 0]fx -
Yol Tlo 0 1 olle .58}
I
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5.2 Funcion de Transferencia

1 0 0fx 0
l ~15.0858 —3.0445 0|x| |3.3870

- x(f) . o 1le o |V (5.87)
o ;

v . 37.1206 .- 31.6301 0|6] [8.3341
- B

,. g 7 :""i_ P N 1

W / ' — : h“n
T o : (D00 000 4=~ -
E = AR = N N
| H .Ill,t,.j: e ————— ‘I'-_UI.'
W \ //
L= \ /
- 5.2 Funcién de Transfert ’ I
- I Sl il | )

it ; i|
b La funcion de trans?’l ren ) Se obtiene mediante la
b

.ﬁ E ecuacion: W ff})

g II__.-'"‘)II I;I{J-'vl
QR & >
- h 4
- m : & o
-y =
:h :‘ Lo cual resulta en: H‘é‘f.:j l,f"-k'x _/{ﬁ
- af
=8
alm‘ -

s = 33875 - 81.7578
- | s(s® +15.0858s% —31.6301s — 364.1536
m g “hm= 8.3341s

| s(s’ +15.08585% —31.6301s° — 364.1536

3.387(s—4.9131) * (s +4.9131)

s(s=35.1)(s +15.663)(s + 4.5699)
8.3341s

| (s—5.1016)(s +15.6167)(s + 4.5707)

(5.88)
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5.3 Controlabilidad

5.3 Controlabilidad

iz de controlabilidad:
i el

E- I -
= |

- i ] . .
T T g .
xf.':—"——"_.:] ) Sy
- - - . :
"--...:‘*E:wﬂ' > e i I 'f.-:"'-\“
. TS e o

.".ﬁﬁfl i
796.0

~22160.0
-83341 1257273 -2163 33532.0

'3,3870- —51.0956 796 *@ﬁ%o
= i ] -, - ’
| & Nastan okl ¢ 9

= n, entonces el sistema es controlable.
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5.4 Observabilidad

5.4 Observabilidad

g

L
G
N,

l'.l\:(:}. (5.90)
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nst

D | §

Puesto que el rango (& ) =4 =n, el sistema es observable.
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5.5 Ley de Control

5.5 Ley de Control

LR
cualquier momento debido a

H
] @n vertical, se debe
=

del c#ro y la informacién

disefiar un control ‘dor pa

§
del angulo de la var'j.\la. Se

gl | ], W, .
asume que-se conocen la posici elocuiii'lﬁd del carro, el angulo

\
y la velocidad angulalixlll del g ntrq%_d del motor es el uso de

la siguiente ecuacion;|

L
4] r;;l
)  ~
& P
N 7 (5.91)

Donde F es la matriz de ganancia de retroalimentacion. La ecuacion de estado se expresa como:

x(t) =[4 - BFe(r) +u' (1) (5.92)
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5.5 Ley de Control

Con u’(t) como una entrada adicional. La ley de control se calcula de manera que los valores

%o,

0 | \‘\; 0

0 —15.0858 —3.0445._ : 3.3870¢
A-BF = ' ) !

0 0 0~ N |/ 0./ = 0

0 37.1206 31.6301 0 -8.3341¢, —8.3341¢, -8.3341g, -8.3341¢,

(5.94)
0 1 0 0

- vy =3 - =3 -

o 3370;:}, 15 08580 3.3870¢, —3.0445 0 3.3870¢, 3.3f70¢4 &

8.3341¢,  37.1206+8.3341¢9, 31.6301+8.3341g, 8.3341,
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5.5 Ley de Control

Los valores propios se obtienen del determinante de la matriz.

¢ 0
,q{;? 3.387
M—(A-—BF):fﬁHIO A _I¢4
8434 A-8.3341¢,
"-.'ull (5.96)
'|||||
I
I
[l
de donde: W
R
e 3.3874,
det [AI —(4-BF)] = 1 | -1

33874,  3.0445+3.387¢, 33874,
+ 0 A e (5.97)
~8.3341, -31.6301-83341p, 1-8.33414,

det(Al — (A - BF)) = A% + (33879, +15.0858 - 833419, 1 +[-31.6301 + 3.387¢, — 833419, )4
+[-364.1517-81.758¢, | A —81.758¢, (5.98)
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5.5 Ley de Control

Asignando los polos de la siguiente manera:

Vil va s
NIVERZID
—Aa= 1=

(5.99)

Se obtiene: AN

1@ - -

N\t S
Igualando los coeficientes entre (5.98) y (5.100) E['ueda el siguiente sistema de ecuaciones:

3.387¢, —8.3341¢, =6—15.0858
3.387¢, —8.3341¢,=15+31.6301 (5.101)
—-81.703¢, =18 +364.1517

—81.758¢, =10
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5.5 Ley de Control

Resolviendo el sistema de ecuaciones anteriores se obtienen los coeficientes de control:

(5.102)

i\
i\
Sustituyendo en la eélﬁ.laci .
||

(5.103)

%

L
Sustituyendo (5.100) en (5.92): = AY

0 1 0 0
. 04142 07453 160727 2.7410 ,
x(n=| " ] g L O+ G104

-1.0192 -1.8338 -154100 -6.7447

u’(t) = 0 y condiciones iniciales x(0) = 0.1
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5.6 Disefio del Observador de Orden Completo.

5.6 Diseiio del Observador de Orden Completo

(5.105)

|:._ .-'?'
donde K, es la matriz de gananc1a del ?)“bser{/ado;—f::f estabilidad del observador necesita que los

valores caracteristicos de la matriz [ 4 — K,C] estén localizados del lado izquierdo del plano
complejo y que ocurran en pares conjugados cuando sea el caso. Entonces se proponen los polos

del observador adecuadamente para después determinar la matriz de ganancia K., donde K, es:
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5.6 Disefio del observador de orden completo

bl

—_

faalian

’ (5.106)

de donde:
)
1\ ETS. . 1k K '
A-K.C ‘ulill < gl ! (5.107)
A-K, (5.108)

encontrando el polinomio caracteristico:

det[Al — (4- K,C)]= A" +[k, +k, +15.0858]2° +[15.0858k, +15.0858k, +k, +k, — 31.6301+]22
+ [15.0858k,, -3.0445k, +37.1206k, -31.6301k, -364.1517] A

— 3.0445ks — 31.6301k; — 364.1517k, (5.109)
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5.6 Disefio del observador de orden completo

entonces la ecuacion caracteristica deseada es de la forma:

A +alX+a,l +ad+a, =0 (5.110)
donde los coeficientes a /ﬁ;ﬂ ff os. Sustituyendo (5.110) en el
r.;’,

polinomio caracteristico, !

\
incégnitas. l.l’@/
".I'\

\
~15.0858= k,

"'|
a2+3163o1l=15 858

I
a, +364.151d=1

f e
9

(5.111)

se tiene:

(A+Q+NA+Q-D))A+A+D))A+A=1) =4 +68 +152 +181+10 (5.112)
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5.6 Disefio del observador de orden completo

donde g, =6, a, =15, a, =18,y a, =10, sustituyendo estos valores en (5.107) y resolviendo

para k, se tiene que los cc;;.ﬁde es de la m:p.t;m s:\le gan' c' dpl observador de orden son:
‘ \ - .

(5.113)

(5.114)

Para comprobar la estabilidad asintética del observador se debe satisfacer que el error sea

solucion de la ecuacion diferencial:

e(t)=[A-K_Cl(r) (5.115)
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5.7 Disefio del Observador de Orden Reducido

donde:
e(r) =x(1) - x(1) (5.116)
con:
(5.117)
Esto ocurre asi pg i, los ;
®
\
§
Ll
\
i\
_ |
5.7 Diseiio del Ob
If
|
§
Para el péndulo invprﬁ}lé:i
&
(5.118)
Yy se propone entonces:
0100
=C =
p()=Cx(1) [0 0 0 1]x(t) (5.119)
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5.7 Disefio del Observador de Orden Reducido

donde:
(5.120)
(3.121)
(5.122)
con:
(5.123)
0 0
L 1 0
“lo o (5.124)
0 1
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5.7 Disefio del Observador de Orden Reducido

Un observador para p(f) debe obedecer la siguiente ecuacién diferencial:

(5.125)

Erida

dIininversiopad Peracrusarnda

(5.126)

y(£) = CAx(1) + CBu(t) (5.127)

FInstiturto De Hrnogend

sustituyendo (5.122):

() = CAL, p(t) + CAL y(t) + CBu(r) (5.128)
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5.7 Disefio del Observador de Orden Reducido

de (5.126) y de (5.128), se sugiere un observador de la forma:

ﬁ;:a;icx‘ Koy : _. AI.,‘?»'{ +Cﬂy{t@ (5.129)

\ .ﬁ | ‘! _}ﬂ
‘MI‘ | /
'|||'|ll ‘:: I||‘
\ i
i /|

Como se probo anteribrme 0, Jf: puede encontrar una Ko

‘ — |
adecuada, colocando l"Bs po > delllado lizquierdo del plano
f '},
complejo. \ﬁ;‘. I%
:”}'. AN
s M.(‘;,'
”‘R.H' 5
Realizando los producto“§%d\? las //
N, e ey
‘m 4 Y 7 *Ej
0 1 0 0ff0 0
0 1 0 O0}j0 —-15.0858 -3.0445 0|1 O
Cpdl; = 5.130
’2[0001]0 0 0 1o 0 (5-130)
0 37.1206 31.6301 00 1
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5.7 Disefio del Observador de Orden Reducido

15.0858 0
C,A
Al = [371206 0} G131

(5.132)
(5.133)

\\ f offo o

10 00-1508"3—3 0445 0f1 0

CAL, =

’ [o 0 0] 1{0 o (R

0 37.1206 31.6301 0fl0 1

10
CAL =

: [0 J (5.135)
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5.7 Disefio del Observador de Orden Reducido

0 1 0 o1 0
I 0 0 00 -15.0858 -3.0445 010 0
EHE, = (5.136)
0 01 00 0 0 110 1
OV 37: 1206 31.6301 0)0 O
. ; W A -,
|| )
(5.137)
(5.138)
0
1 0 0 0] 3.387 0
CB = =
{0 0 1 0} 0 M R
—-8.3341
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5.7 Disefio del Observador de Orden Reducido

Sustituyendo estos resultados en (5.129) queda:

y factorizando p(7):

(5.140)
(5.141)
_15.0858 0] |k K .y [0 —3.0445
371206 o| |k k& |[POH o 316301 PO
4 R (1) + K { 5.142
u
- 8.3341 k, & |PY 14
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5.7 Disefio del Observador de Orden Reducido

de lo anterior se concluye que se puede encontrar Ko mediante los valores caracteristicos de la

matriz [C,AL, — Ko]. Por lo tanto;

kT, P=15’
=000 oog=—=" (5.143)
f1+15.0858+% |1 |/
(- BB B g f 5.144
||H|( %Ffp’.3lﬁrl’2'06+kz' j , ] [ i
Eeaed o] v F ||
B EAIR=
Nl |z S ks
cuyo determinante e&'.‘\ gy
) |
'::_b-'éf'f"ll
T
(5.145)
el cual es de la forma:
A +ai+a,=0 (5.146)
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5.7 Disefio del Observador de Orden Reducido

| Ahora, proponiendo los polos del observador reducido, como la magnitud de los del observador

de orden completo, se tiene entonces: 4, =-1y 4, = —Jg; de donde:

”

2

_ 6‘}\/@] (5.147)

ECINIEeETrida

-

—
=
e

e

(5.148)

ddniversiDan Peracrusana
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k= 82142
k, = —20.0639

(5.149)
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5.7 Disefio del Observador de Orden Reducido

Sustituyendo los resultados de (5.148) en (5.143):

(5.150)

x(f) ) [A(t) - B(1)F(1) - B)F (1) ]["(‘)] (5.151)

K@OC(@)  A(r) - K(OC(@1) - BOF (1) | X(7)

%
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5.8 Control Optimo por Retroalimentacion de Salida

Considerando el error, es posible encontrar las matrices de ganancia F'y K tal que el sistema de

la ecuacion siguiente constituya un sistema asintoticamente estable:

(5.152)

(5.153)

A =
1‘*{\{.?'..#" ,r'f A b.l_rg//l:‘:"-'-'ljI
Para hacer que el observador sea mas réapide’'que ef regulador, se colocan los polos mas alejados

A, =-30-15i,4, ==30+15i,4, ==3+1.5i,4, ==3 - 1.5i (5.154)

dIininersioan Peracrusdanrnda

(A+(30+15))A + (30— 15))(A + (3+ 1.5))A + (3-1.5) = A4 46623 + 149622 + 714251 + 12656 (5.155)
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5.8 Control Optimo por Retroalimentacion de Salida

Sustituyendo la ecuacién anterior, en la ecuacion (5.111) y resolviendo el sistema se obtiene:

k]: IWE;%444OQ_H_ '

| 400, 5.156
DEEETE 5N o

£ 307?, A (5.157)
“ (L 8217 ' :_95?.%133 0
‘”; 5%‘32. _fr’\___#’ﬁ@
puesto que A-BF es:
0 1 0 0
i 0.4;42 0.7;153 16.(())727 2.7;110 (5.158)

-1.0192 -1.8338 -154100 -6.7447
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5.8 Control Optimo por Retroalimentacion de Salida

Finalmente, sustituyendo (5.157) y (5.158) en (5.152) se obtiene:

[0 1 0 0 0 0 0 0 ]
0.4142 07453 16.0727 2.7410  0.4142 -15.8971 -19.1667 -2.7527
; : 4{7%‘ I =S 0 0
5‘,? : ‘ 5o = e Y £
-1.0192 -1.8338 > ' 7 -L =, -§9 7‘& 47.097 6.764

o 3 b
0 044_“/ 0 T ?_:; Lo %4400 1
0 off= 70 T 3733 _—15.13’3;\/@&288 0
0 0"\\"15’/ T ISy Y| o306 1
0 0 H “"Egn -.-'f950.503 0
\\ -] i
IIII
il
I
i| (5.159)
| i
Entonces, el sistema Ithe se c?;no
a G
.'ft:r. S
T 0 S . - N 0
0.4142 0.74‘53'3 16.072 é? 0,414 8971 P,fi@.lee'f -2.7527
. 0 0 0 ' ; o 0 0
x(1)|_|-1.0192 -1.8338 —\mﬂw - 1.0192 =395 47007 6764 |
: 0 0 )/ 4 5 244400 1 |F
o) 0 0 0 0 2242733 -15.133  22.2288 0
0 0 0 0 -752733 0 - 753076 1
0 0 0 0  -982112 37.1206 -950.503 0 |
0 0 0 0
04142 165086 19.1172 27411
Lo . ! . |7 (5.160)

1.0193 38.9544 47.0442 56749
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Conclusiones

En el presente trabajo se desarrollé un modelo matematico para el péndulo invertido usando
las leyes de Newton y el método de Euler—Lagrange. Utilizando las técnicas y resultados conocidos

de la teoria del control, se determinaron los pumtqs de equilibrio del sistema; posteriormente, se

A N R
linealizé el sistema alrededor del %wl?fm empleando péra éﬂa-lim,itrlz jacobiana.
m— ) ‘—-._ - -r'

La parte mas mfbﬂante del trsbajo se caﬂeentf‘d én el disefio- y la sm’nﬁlamon del controlador
<l

del sistema por medio /!'.le a El? ogémémte para el disefio del

rmul,égclon del observador de

| i
¥

observador de orden comptet

orden reducido, asi como é‘ andiel ¢ . por Jazor'?'es de espacio.
11 I

Por otro lado, es im;Lort ol erﬁ{pleada (de tipo lineal) dio

|
buenos resultados comparléha
al hecho de que se trabajé"én unz

Se concluye ademdls que b ayuda de:

necesarios y obtener la v15uahzac10n Qf 0S Me -' S snmulaclon como lo es el MatLab,

resultados y detectar posibles errores de disefio, para corregir antes de elaborar fisicamente el
sistema.

Algunas posibilidades para futuras investigaciones y mejoras incluyen: estudiar el desemperio

JdiIniversiDaDn Peracruasarda

del sistema en condiciones en que se encuentra mas alejado de los puntos de equilibrio, disefiar los

————Hinstituto e IHInogenierida

controles apropiados para obtener el control 6ptimo, control robusto y controles en tiempo real.
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% APENDICE A: LISTADO DEL PROGRAMA EN MATLAB DEL SISTEMA DE
% CONTROL DEL PENDULO INVERTIDO

% ***LISTADO DEL PROGRAMA EN MATLAB ***

% ------PARAMETROS DEL SISTEMA PENDULO INVERTIDO---------------- CAP. 5
M=0.455;

m=0.210;

L=0.6096; -
Kg=3.7; -1 1Y A
Km=0.767; _ F I
r=0.635; A =
Rm=2.6; Pt AT B 11.“33'

F=2.778; |”j‘~“n. ;
iy K%/I —

C1=(Kg*Km)/(r*Rm)
C2=( Kg*2*Km"2 w (r

SISTEMA-——CAP. 2

a22= (- 4*(C2+F)/(4|J'M
a23=-(3*m* g)/(4*

% FUNCION DE TRANSFERENCIA CAP. 5 seccion 5.2

bl1=0

b21 = (4*C1)/((4*M)+m)
b31=0

b41 = -(6*C1)/((4*M+m)*L)

Fnstituto e Ingeniervia
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2R

(0%

,L

(=)

+*

-

+

E

.h

*

% el vector de entrada B queda:
B=[bll;b21; b31; b4l]
C=[1000;0010]
D =[0;0]
Fvovecto e Migitalisacion e TWesis
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%  APENDICE A: LISTADO DEL PROGRAMA EN MATLAB DEL SISTEMA DEL
% CONTROL DEL PENDULO INVERTIDO

% CONVERSION DE LA FUNCION DE TRANSFERENCIA

0/
/0

[num,den]=ss2tf(A.B,C,D)

% CALCULANDO LAS RAICES DEL DENOMINADOR DE G(S) PARA
FACTORIZARLO N !

p=[1 15.0858
roots(p) P

O s DETERM.‘};NAN

AB =[A*B]

AZB =[(A™2)*B] “*C;nﬁ
A’B =[(A"3)*B1j§f-' /

Mc=[B A*B N (A2
CONTROLABILIDAD”t

%=~RANGO DE LA MAT%&D‘%QNTJROLA_&WJ n=4"---
rank(Mc)

%

% DETERMINANDO LA OBSERVABILIDAD CAP. 5 seccion 5.4

G
CA =[C*A]
CA’=[C*(A™2)]
CA’=[C*(A™)]
MO—[ C;C*A, C*(A™2); C*(A™3)] % “Mo es la MATRIZ DE OBSERVABILIDAD”
*EL RANGO DE LA MATRIZ DE OBSERVABILIDAD “ n=4”
rank(Mo)
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%  APENDICE A: LISTADO DEL PROGRAMA EN MATLAB DEL SISTEMA DEL
% CONTROL DEL PENDULO INVERTIDO

%o <eemmmmmeen DISENO DE LA LEY DE CONTROL CAP. 5 seccidn 5.5

9% ***** ASIGNANDO LOS POLO DESEADOS DE LA MATRIZ J COMOQ :****x*

I=[-2+i
0
0
0
% ENCONT
% POLINOMIO
b\
L1
J3= poly(7) “-ﬂ
% ENCONTRANDD El
PHI = polyvalm(polly( J), A

%

F=[000 1]*(inv (Mc))*P‘HE: =

a
% LA MATRIZ DE ESTADO QUEDA ENT(jNCES

Af=A - B*F;
% RESPUESTA A LAS CONDICIONES INICIALES

t=0:0.02:10;

r= zeros(1,length(t));

x0=[0.10.10.10.1] ;

[y.x]=Isim(Af,B,C,D,r,t,x0);

subplot(2,2,1), plot(t, x(:,1)), xlabel(‘seg’), ylabel(‘x"), grid;
subplot(2,2,2), plot(t, x(:,2)), xlabel(*seg”), ylabel(‘x punto’), grid;
subplot(2,2,3), plot(t, x(:,3)), xlabel(‘seg’), ylabel(‘theta®), grid;
subplot(2,2.4), plot(t, y), xlabel(‘seg’), ylabel(‘salida,y"), grid;

Ok ok ok sk ok ok ok ok o ok oo kR KON PP R P IR R S . D Wesia
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%  APENDICE A: LISTADO DEL PROGRAMA EN MATLAB DEL SISTEMA DEL
% CONTROL DEL PENDULO INVERTIDO

%*********************#********#**********#***************#*************

% ----DISENO DEL OBSERVADOR DE ORDEN COMPLETO--- CAP. 5 seccién 5.6

OP=[2+1 -2- -1171:? J-uk; - %F lor deseados
1J= poly(J); ’.é . N r 1. Ilcdqj:rar la ecuacion
% calculo de 1 ST

a=[101 03%%58 1 150858 1
-364.1517 -31.63010
b =[-9.0858; 46. 3'6301
% encontrando los .valo

37 1206 -3, 0445 L .,0%%8;

Ke=inv(a)*b || If
% los valores de K¢ so I
all=[6.3841; -1011121 084.6422) - . |
al2=[6.3841; -101.2126;-15 -qu 254@ 2 .L L |

| =Ny =
| .

Ke=[all al2] |

% LA ECUACIO “bE YV,
% DE ORDEN COMPLESR
x=A-Ke*C =

Pf=A -Ke*C;
% RESPUESTA A LAS CONDICIONES INICIALES

t=0:0.02:10;

r= zeros(1,length(t))

x0=[0.1 0.1 0.1 0.1]

[v.x]=1sim(P{,B,C,D,r,t,x0)

subplot(2,2,1), plot(t, x(:,1)), xlabel(“seg.”), ylabel(‘x"), grid
subplot(2,2,2), plot(t, x(:,2)), xlabel(‘seg.”), ylabel(‘x punto’), grid
subplot(2,2,3), plot(t, x(:,3)), xlabel(‘seg.”), ylabel(‘theta’), grid
subplot(2,2,4), plot(t, y), xlabel(‘seg.”), ylabel(‘salida, y*), grid

it T T P L PR T PR L PR P
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APENDICE B:

“Obtencion de las respuestas a las condiciones iniciales usando MatLab”

Figura B-1 Graficas de la respuesta a la condiciones iniciales para el disefio del controlador
del sistema del péndulo invertido simulado en MatLab.
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APENDICE B:

33

“Obtencién de las respuestas a las condiciones iniciales usando MatLa

|
il
o flr ez e m o nmeg

10

0 5 10 0 5 10

Figura B-2 Grificas de la respuesta a la condiciones iniciales para el disefio del
observador de orden completo del sistema del péndulo invertido simulado en MatLab.
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Figura C-1 Diagrama a bloques del sistema de péndulo

invertido.
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Figura C-2 Diagrama a bloques del modelo del sistema de péndulo

invertido.
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APENDICE C: Figura C-3 Diagrama a bloques del disefio de sistema de control con el
Observador

y(©) .
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APENDICE D

CRITERIO DE ESTABILIDAD DE LIAPUNOV.

Aleksandr M. Liapunov desarrollé un método fundamental para determinar la estabilidad
de un sistema dinamico basado en la generalizacion de la consideraciones de la energia.
PRIMER METODO DE LIAPUNOV. Liapunov dividié el problema general del
analisis de estabilidad de los sistemas no lineales en dos clases. La primera clase consiste
de todos aquellos métodos en el cual la ecuacion diferencial del sistema puede ser resuelta.
Es decir, consiste de todo.%los _procedimientos en el cual la forma explicita de las
soluciones de las ccuacwi.‘;;s ‘ 1al4:s son usadas- &T’b alisis. La estabilidad o la
inestabilidad del sistema : S i Este desarrollo, el cual es
conocido como pnmer mé .-dg Li'apfuﬁ@_,‘fnp hice nada de particular importancia
concerniente a| solumon de ‘las ecnacrﬁﬁep diferenciales no Ji :ﬂes Sin embargo,
Liapunov, dejo ¢

pgpfo fuera en su primer método-tal que la seluq\ ,puede ser obtenida
en la forma de se ies S des c stabilidad puede Ser det mada usando su segundo
método. El segundo métop _ - ere de ucxorjg:s de las ecuaciones
diferenciales.. Esto es, el segundo método de-Li , se/puede determinar la
estabilidad sin tenet que ver las-e ‘ecuaciones de” estado-En resumen, Liapunov probé
que las aproximaci¢ones : @yoncs de-las ecuaciones rerfléiales no lineales con
frecuencia ofrecen ﬂ{il info 'Qr_&ﬁ SOb:wI-d e$Iab111dad al o |
§ = .- o - ! |”. dy
Especiﬁcarq%nte,l\ em? dg]:;lap oV estal GeSi— = }E‘:(x ) ——-Q(x ¥)

[~
ion dé!'imda positiva**
adenvadw*’

tiene un punto de f{gi zhbr\fo
L(x,y) cuyas derrvazias parc S

es definida negativa sobre a}gﬁn dommlo cpntemeqﬁ) (0 0) "entonces (0,0) es un punto de
equilibrio asintéticamente estable.

*Aleksandr M. Liapunov (1857-1918) fue un matematico ruso cuyo segundo método fue la conclusion de si
disertacién doctoral, originalmente publicada en 1892. Liapunov arguyé intuitivamente que si un sistema de ecuaciones
diferenciales describe un sistema fisico y si un punto de equilibrio es asintéticamente estable, entonces le corresponde a
cada punto un minimo de la energia potencial, y tal que la energia potencial debe decrecer tal como se aproxime al punto.

**Una funcién L(x.y) es llamada definida positiva sobre un dominio D conteniendo el origen si L(0,0)>0 en
todos los otros puntos sobre D. Una funcién L(x.y) es llamada definida negativa sobre D L(0,0) =0 y L(x,y)< 0 en todos
los otros puntos sobre D
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