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INTRODUCCION :

El estudio del problema de torsion por el método de elemento finito, resulta de
gran interés ya que durante los sismos destructivos recientes, la torsion y sus efectos
han sido evidentes en los elementos estructurales. El efecto de torsion en los
elementos estructurales cuando es causado indirectamente por otros fenomenos es de
gran complejidad, poﬂrﬂ.}o gulta de mrtepés alsiary,gst iar el problema desde sus
fundamentos teoricos ¥ jlones clasncziis ask‘_grr@ implementar el método de
elemento finito. 4 estdpr ¥ tiene u i
aproximada Fic;preclsmnﬂe

v.x‘-.—:'J & “— x‘—”

permite modela.n un proceso dc Ta_naturaleza cp‘ﬁ ayufia-de una/ t:omputadora todos
los fenomenos #n 1 _p_edenf ser descr):Il )

algebraicas, dlfe[lenc z E ;ﬁ_ﬁgkalﬁs ei,re:lacngn_&i’f4 v
a este proceso s¢ le .M e ¢ :
formulacion es Jes da o 1 capitulo uno se discute
el plantearmenm del las ;e ua@es’-fde lasti . quqﬁ-’se fundamentan las
teorias clasicas ‘sde a‘lﬂ« ﬁbﬁhl : ace |"un recuento de los
planteamlento'§ dJaSm de tb 'w“ y-las st abiticas qife jpara las secciones
mas comunes-se tiene, ' 2 ‘ dlferem:fal que describe el
problema de torsion matemit
modelo matematico. *;

'.‘. —— =

i .

’?L )Ry e ;ﬁﬁ" (==

Ocuparemos el método de elemento -ﬁmto para resolver la ecuacion diferencial que
describe la torsion, especificamente la formulacion integral de residuos ponderados y
el meétodo de Galerkin. El método de elemento finito en general aproxima un dominio
geométrico mediante una coleccion de subdominios simples, llamados elementos
finitos. Para cada elemento finito se obtienen funciones de aproximacion, usando la
idea basica de que cualquier funcion continua puede ser representada por una
combinacion de polinomios algebraicos, las funciones de aproximacion son obtenidas
usando conceptos de la teoria de interpolacion y son por lo tanto llamadas funciones
de interpolacion. En el método de residuos ponderados, el nimero de funciones de
ponderacion es igual al nimero de coeficientes desconocidos, lo que nos lleva a un
sistema de ecuaciones lineales para encontrar estos parametros desconocidos, estos
representan valores de un numero finito de puntos preseleccionados llamados nodos,
en la frontera y en el interior del elemento.
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Los fundamentos de elemento finito y el tratamiento del problema de torsion por
elemento finito, son tratad an capitulp's ne.ﬁ y cuatrodq la siguiente forma; en el
capitulo tres se presents ,ﬁﬁ =1 iento finito desde sus
sba : lar el método hacia el
problema de topﬂbn en eivce priulc: = ql ’f)lema de-torsion con el
metodo de ele b nito, se‘plante&n ms'" etuacxones y sé~~ rei{fgﬂ}e un ejemplo

%%ﬁ e r ecanica del.hétodd/ A partir de lo
mputo ﬁ.:mdamentado en
e torsion, con el que
stementg finito, evaluando
{) tres mallas de cada

los pl‘ll'lClpiOS de|'elem o | nito para resoiver pro
podremos comparé'.\' la teoria | laswu-i—-el plant é}at r
ejemplos clasicos dl; torsion; e &-e&plt 0-se “resuelvel
problema, se hace' un re@fg‘ rés ta,dos )f/,;e
observar la convergencia del métodc &'g
elementos sometldtlls ' cdinclusmnes y una
seccion de apendlc& d , € ifiC _‘ hacer el archivo
de datos para ocupar el programa “TOR.E y en/ gl ape dl B se presenta el
listado del programd, pos ' e refereri bib ‘{graﬁa consultada
para éste trabajo. =

afican, /con el objeto de
ion de toda clase de
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CAPITULO 1.
FUNDAMENTOS DE LA ELASTICIDAD.

1.1.- ESTADO GENERAL DE ESFUERZOS.

Las fuerzas que actuan sobre el contorno de un cuerpo, se trasmiten por accion
molecular al interior del cuerpo, debido a esto su influencia se manifiesta en todo éste.
Considerando el cuerpo como un medio contmuo y a las fuerzas externas como esfuerzos
de superficie, su mﬂu{%{:_- wq_magxfe\stara. ’gn’ésﬁ;ergoshlg *es en cada uno de los puntos
internos del cuerpo: L@s‘ uerzas- : a'lg__ aphcacmn de fuerzas externas

F1g112b)

Figura. 1.1.2.3)
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e ma#nitudes y direcciones
por unidad de area,

f'.'%JJ (1.1.1)

Las fuerzas que ac{ﬁan S
variables, en genélral
matematicamente: {"\'\

En particular el coré“‘@e la

resultante que actua sobr

ar-al ejef,Xz y AP, es la fuerza
eomponentes son [APn . AP» AP23]

el primer subindice se re(fg[er lano W segundo al que es paralelo.
Aplicando la definicion de es EJ

! AP2 AP2 ; APz
6,= lim ; o= lim , @g= lm
Aw~o AA: Ao AA: ) Ao AAr

(1.1.2)

1.2.- TENSOR DE ESFUERZO.

Si al elemento diferencial anterior fig.1.1.2) se le hacen pasar 3 pares de planos
paralelos y separados por distancias infinitesimales, nos resultaria un cubo de dimensiones
infinitesimales, aislandolo del cuerpo y colocando un sistemas de coordenadas locales
en el punto de coordenadas (X, X,, X,,) tendriamos (fig.1.2.1).
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Aplicando la deﬁmcwé:‘ &@% .mtesunal en las demas caras
s 557 85 (1.2.1)

tenemos:

3
"" c’n’ Gy, 0y ¥ 6
o,

te? B> 95> Oy O3
maltnente tendriamos que :

._.
o

o]
=
G

L (=3

(5 (=]
a aq

[

s

1.3.- FUERZAS DE CUERPO Y DE SUPERFICIE .

Los esfuerzos o, varian a través del cuerpo y en su superficie deben estar en

equilibrio con las fuerzas externas aplicadas en la superficie. En el mismo elemento
diferencial, consideremos el vector de fuerzas de cuerpo por unidad de volumen
{ x'}T =[x, x,,x,], y en consideraciones no polares el vector de momentos de cuerpo

por unidad de volumen { m,}T =[m, m, m], ambos actuando en el centroide del
elemento diferencial como se indicaenla fig.1.3.1).
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Figura 1.3.1) Fuerzas y momentos de
cuerpo por unidad de volumen
actuando en el centro de gravedad
de la figura
en donde :
[ y p = densidad o masa especifica,
| f; =la fuerza por umdad de masa en
X a direccion X; .

2 j =la aceleracion del elemento en la
X ¥ AhA dgreccmn X;
s (S

Las fuerzas derggqrﬁc;e tj"h tian ?@f&?ﬁ% e;, Cuqmo a}as’:wldemgnaremos por

{x ) =1 x,.) sg?E/ ] las fuerzas de sup&ﬁcxe que deben saffﬁ%} las condiciones de
frontera para el g\}nto i

s esf’uerzos varian de uno
tro'punto del cuerpo y
su. superficie deberan
vilibrar a las fuerzas
' enbres que actuan sobre
superficie del mismo. Las
resiones matematicas de
as cd cmnes de equilibrio
elativas/ a la superficie,
puedgn obtenerse partiendo

385 L ) ‘ = 2
n,oo, O nﬁf{;% N de.a lo siguiente. Los
3‘7;33' ' §sﬁuerzos que actuan sobre

S} - :':H .’i.
D305\ = - : W las caras de un elemento
2 cubico vienen definidos por
. - - Sl las componentes de
Figura 1.3.2) Equilibrio del punto “ i ” 22 eileti i -
en la superficie. 2

componentes normales y las
seis tangenciales. Si en un punto cualquiera, se conoce estas componentes, podremos
calcular mediante las ecuaciones de estatica el esfuerzo que actiia sobre un plano de
orientacion arbitraria que pase por ese punto. Sea O un punto del cuerpo cargado y
supongamos que se conocen los esfuerzos que actuan sobre los planos de coordenadas
XiXs, XiX;, XoX;. Para determinar el esfuerzo que actua en otro plano cualquiera que
pase por (), tracemos a distancia muy pequefia de ese punto, el plano ABC paralelo al
dado, el cual formara con los planos coordenados un tetraedro elemental, ABCO. Como
seglin se ha supuesto, los esfuerzos varian de manera continua en todo el volumen del
cuerpo, el esfuerzo que actia sobre el plano ABC, al acercarse éste al origen, el
elemento se hace infinitésimo, tendera a un limite, que es el esfuerzo correspondiente al
plano paralelo al mismo por el punto O.
Prvovecto e Migitalisacion e Tesis
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Al establecer las condiciones de equilibrio del tetraedro elemental se podran despreciar
las fuerzas de cuerpo. Asi mismo, podremos dejar de lado la vanacion del esfuerzo en
las caras del elemento, por ser de orden infinitesimal y suponer una distribucion
uniforme de esfuerzos, de forma que las fuerzas que actuan sobre el tetraedro, se
determinaran, multiplicando las areas de sus caras por las respectivas componentes de los
esfuerzos. Si con D denotamos el area de la cara ABC, las areas de las otras caras se
obtienen proyectando D sobre los tres planos coordenados. Si N es la normal al plano
ABC tenemos :

cos (Nx) 1,’-’_““1 y» COS (Ny)ﬂgn, n, gﬁﬂ\lz) n= m (1.3.2)

2 | :;,
las areas de las ol;rﬁs t‘r vﬁd@l’t‘ traedro_‘s_,éfmj“ﬁ
~

e .," 4.|' ol '.,__‘_:} "'7—-— ‘1-7 ..l‘
"r ' D[-Dn, ,Dm—s-“{)rlz . “Dn=Dns. ([ 11

= / ‘ 1 &y
Sean X, xz., X3l ; 21205 | due agi;uan en la cara ABC,
paralelamente a} los ejésgfespectivos. La componente segun la direccion X, de la fuerza
seraa E x1 y las g-émp
en—lralvmsmd” d’lrecmon serdy

iﬁ,,@&fdg I es la-dist

de las fuerzas que actuan en
il

Oy -Dmy03y,-Dnz 03y , vy la

ormal del plano al origen, de

que actua sobre dic

1
las tres caras del tet
fuerza de cuerpo sera

manera que tendiem guiente ztﬂabxt’iﬂwde;qun: | tetraedro
|| - ‘-"_\‘:“ __1_1 . l-‘ .I.I
L ¢ M L «!'.’
1«’3 ¢} +D x;i- Daly Dr/c; = 0
De manera anﬂké,ga, pray o-las fi X5 ylﬁg se obtienen las otras
dos ecuaciones “dc; equilibrig” y dividi miembros de cada ecuacion por
el factor D y toma‘ngio limi -0} 0s esc;&blr

o

o

b’ —
T

i :r = .- -2—5‘}
'Hs_ o= O + G + n
= TR k}/ﬂr _ }Vﬁz 1 M3
X.f.=0' [1+Gz,,nz+0":zn3
X,= Opi N+ O+ Gz N

Estas son las ecuaciones buscadas, ya que ellas nos permiten determinar las componentes
que actuan en un plano cualquiera que pase por el punto O, de orientacion definida por
sus cosenos directores ny, n, nz, siempre que sean conocidas las componentes del tensor
de esfuerzos, en dicho punto. Se considera que las ecuaciones (1.3.3) v el tetraedro
ABCO fig.1.3.2) esta dispuesto de manera que la cara ABC coincida con la superficie del
cuerpo, estas ecuaciones son conocidas como /as ecuaciones de frontera.

Del equilibrio de ABCO se obtiene en forma matricial
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T T Oy n X,
Gy O35 O n:p=1x, (1.33)
Ci3 Opn Oy (I ‘_\
0)
oil" {ni}={x} (13.37)

1.4.- EQUILIBRIO DEL ELEMENTO ( dx; ) (ECUACIONES DE EQUILIBRIO).

41 I cual ademas del estado
i ma de fuerzas y momentos
den repre§sntarse como

Xg‘l'\%_:, 3 Xm dXz dX3
s = mjg dX1 dX2 dX3

con

donde

Figura. 1.4.1) Equilibrio de esfuerzos en el elemento dx; (donde 0y, = 0y; , ;2 .01, para iI=1.2.3).
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como el cubo se encuentra en equilibrio puede establecerse que TFx; = 0.

ZFx1=0
o', dx2 d}i(3 + &y, dxl dxs + 0"31 d}ic1 dx2 - 0 dx2 dx3 -
G, dxl dx, - o, dxldx2 L dxl dxzdx_1 = 0

Sustituyendo en la ecuacion el valor de o ", ¥ agrupando tendriamos :
(Gll+ dG” 3 Gll ) dxz dx3 i (021+ dGZl - cs2l ) dxl dx‘:‘ &

(6,,+ do, - o, ) dxdx, + x, dx, dx,dx; = 0
nos quedaria:
do d)de =0
de manera aiﬁ_ﬁ a,fpara las otras dlf'ecq nes Nl 4|
dclz dx; | 'ﬁé’ : ‘éi?f =0
2 |“| ’ | ||-' 3 B
dO'l, dxl% +H 06 OO e =0
".I"l
Ademas recorddando (1.4.3)
Lo cual, al sustllﬂnrs as m- do mmbos miembros por dx;
dx; dx; = Vol. .'I
.III.II
nos queda ':'.":.'gl-'l (1.4.4)
II\.‘-c.\-""\.
Analogamente para ‘\E\Fn =
66\# ‘@p 2 , 00‘, -f- —Ff‘f}l‘ 0 b)
oxi C 7('2'- _EHX.’ 2 7
co s Co 2 co 3
i + +x;, =0 c)

oxi ¢ x2 o0xs

Las 3 ecuaciones anteriores se conocen como ecuaciones de equilibrio para un punto del
cuerpo. Por otra parte también se debe cumplir por equilibrio que IMx; =0

ZMX[ =0
: d x : dx d
(c', dx, dxs)T2 - (0, dx, dx )~*3 + (o, dx, dx T w -

- (o, dx, dx?_)—z— . dxldxzd.!% = 0
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se tiene de (1.4.2) : c.'=c¢6.+tdo. —0. 4+ "dx,
| ij i ij ij éx,

sustituyendo la expresion anterior para i=2, j=3 y i=3, j=2 tenemos :

{ . 00, d x2 00, dxs
| [Cx ™ Gx; dx,)dx, dx, - o, + . dx,) dx, dx, 5 +
(0,, dx, dx, )& - (o, dx, dx,) dzxa + m dx dx,dx, = 0

dividiendo ambos nnembros_por dx, dledxﬁA ﬁ vol despreclando los diferenciales de

segundo orden dx;’ y ef eﬁpc!ones alg&b aicas;-s¢ obtiene
x"x i\ f=pdel B
..-.‘ - ; u: Igm = ?;_—,':,? et ____‘-\ (1.4.5)
Analogamente [&hrziH Ay, -0 y Z‘. énemos respectn)xg@éj que :
& <
\ I
1 o i
i\ ] | — s Pl i

Las tres ecuaclorl%s (1.£21] Junt-eFLeon las otras /ﬁes sofl las ecuaciones de
equilibrio en coordentda rectas ~en su forma polar generalmente los
momentos de cuerpp 1 ' o dé seis ecuaciones con

erib por consideraciones
ri nuifps el sistema (1.4.5)

flﬁﬂ (145

nueve incognitas, por lo
de estatica umcamélnte

queda : "G,
es decir el tensor de gsfuers

Con lo que las nug_;_f,e incogritas
se tiene: =~

IInstituto e FIngenievia |
ddniversinDan PPeracrusdarnda

g ~
% fk’f
(1.44)
(6]
0
Gill—1 = = 0
fod| 2] + o
Usando notacion indice (1.4 4) se representa G.;tx, = 0 (1447)
en donde o= ac"'.
=l @ xi
Si usamos notacion indice en las ecuaciones (1.4.5) tenemos:
o, - O, +m=0 (1.4.59)
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Si el problema consiste en determinar el estado de esfuerzo que se origina en un cuerpo
sometido a la accion de fuerzas dadas, es necesario resolver las ecuaciones (1.4.4) de
manera que la solucion satisfaga las condiciones de limite o de borde (1.3.3). Es evidente
que estas ecuaciones que contienen seis componentes de esfuerzo G....T , no bastan para
determinar estas cantidades, el problema es estaticamente indeterminado v para resolverlo
se debera proceder (como en el caso del estado plano de esfuerzo), haciendo intervenir
a las deformaciones elasticas del cuerpo.

.-"'r"-" _l.'-" e = <
| e,

i .r‘

- I'-. _d. .-‘.

La deformiclon e uﬁ?ﬁff‘d’o séaﬂ;&% cmrrcfi”imtenmdad s&e‘ﬁ desplazamiento. Un
cuerpo se p éde‘ de’formar por camblos de temperatura yio, carglg;. xternas, por ejemplo

d : 3 o

rgarmg:nto sera Al=1-1,.
El alargamwnto t?or u M dﬂj’ng_t_ud 6 est

e

'Ii, (15.1)

l'_ ;

; os /un elemento plano de
AE (t}{a un estado deformado

lo cual es “am:tdok Mok m WT;" :7""&41‘!
dimensiones elementale L

qu pa@l;‘qgu
(O'A'B'CY) ﬁg?trS"Z) la

ai de acmﬁes

y angulares fig 1.5. 2 b)

! ! : A= u, u, +Au
: g i
[ 0‘ '
| I | I N * 2 ('1‘ -_.U.
| | ‘ " F= >
1 | !
1 e T Ay |
| B, - - |
| I 1 I
-7 = | i
Figura 1.5.1. a) Figura 1.5.1.b)
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respectivamente, d
deformacion lineal'

(1.5.1.a)
|
I
\{L (1.5.1.b)
\
de (1.5.1.a) tenemes que
|'.t5::.|
511 i h.ﬁ); -1
R dil
{1.5.2)
partiendo de (1.5.1.b) :
_ - Al _ 3 uz + Au-u ouz
&, = lim —=lim = =u2:
Axz 0 2 Ax; 0 Ax2 0 X2
cu: b)
= =u22
& ¢ X2
— cus c
similarmente En = e )
esto es en general para i=j Ei= U v = j (1529
Xi

Orovecto e Mimitalisacion e Tewis
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Deformacion lineal mas angular. Figura 1.5.2.¢)

Las deformaciones en X, y X2 (XY) longitudinales respecto a las deformaciones
angulares se definen por :

Y.=lim  [Z£BOA -ZBOAl=lim [ M2 - ZBOA] (1.5.3)
Ay—0 i;—»()

FProveeto be Digitalizacion be Wesis
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1.6.- ESTADO GENERAL DE DEFORMACIONES .

Considerando un cubo de dimensiones elementales, como en el estado general de
esfuerzos fig. 1.2 2), puede representarse en forma general el tensor deformacion, esto es:

| &8u &2 Eu
gijz €x €2 Exn (]6])
€1 En E=

El cual siempre es simétrico en el caso de pequenas deformaciones. De las mismas figuras
y similarmente como se obtumerqn (1 5:2)-se puede ver que para pequefios cambios de

|I !-\" --"
'I“:"ll (1 62)
tan § = .. = b
i )
l
Ademas: '“I| (1.6.3)
sustituyendo (1.6. 3) en
Y,=[12- (1‘11.2 d( -
Y12 = v . ’ g
‘O & [ é*x)j - (1.6.4)
El miembro experimenta deformaciones de corte como se muestra en la ﬁg.l.S.Z,b); el

cu: cuw ~
+6_ , por lo que, para pequefios
X2

angulo recto AOB es reducido por la cantidad (8
X1

cambios de angulo, la definicion de deformacion cortante asociada con al plano X1= X2

’ 5‘ U 0 U:
es: Y= Vu=lm [£BOA -zBOAT=2% + % _ 4.t w. a) (165)
g;:’)g 6 X2 0xu
analogamente con los otros planos :
6 U: 8 us
— R = e R = Wz + Uz b
PYZS 'YJZ 6 X 0x )
a Us 8‘ U
= - = f == = M T TG
Ta™ ¥~y * o ©

Frvovecio be Digitalizacion e TWesis
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Como Y=Y, es la deformacion angular total, se define que la deformacion tangencial
sea la mitad de esta, esto es :

612=8xy= %"Yx\ = l/Z'YIZ

cu: Ow
A —a—x- - y en general

(1.6.6)

C.Xu

unlwwsn.,

(16.7)

|

=
SIME
M

trana en ﬁmcxon de X.
s que se deducen de (1.5.2)
: des@llarse relacionando a

as como de,,ac?l mpatibilidad. Se tiene

i
LCw
ﬂ é‘x’ oxi

—

componentes de@efo

Y, Z, si no que h
y (1.6.5). Porlﬁ

—— ]

™
==
N s

Obteniendo segundas derivadas de &, con respecto a los otros indices y para Y con
respecto a ambos indices tenemos:

8€u _ ’w 3'tx  3’uw :
2 - : ? - - =
¢ x: oxi Ox3 g xi axf Ox-
-2 3 -3
2 W u:
Y= __0© +_ 0

2
CX: Cxs ox: Ox: ax, Ox.

de donde podemos verificar la siguiente relacion

(1.6.8)

Prvovecto e Migitalizsaciaon e Tesis
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Diferenciando €, con respecto a X; , Xs y €3 con respecto a X, , X; y sumandolos,

tenemos:
J 628'2 4 628-"1 ]: 32 (a'ln +a’lu)+ 62 [a'ls:%a'lnj

_chlaxs axzcxl a’ﬁaxi Ox. Cx, Ox0x,\0x, Ox,

2 ~2 ~
g 0 [}, 0 (&, A,
ama)(3 aX1 axl- aX3_ a)(-‘l

Despejando =

Y 7 N0
'-K:E}/'/E'Sn—- - 6- - '@"8:3‘ s O B\
\ ] i ]

o TRJ)

similarmente se obt¢ndra
completo de seis i

|

X

% iR

s 06 _ 0 (B Ys 0% .8 (1.6.10)
6 X0 X3 0Xx: ox JXa 00Xz

2 . 2
0 €= 4+ 0 & = o) Vs
6)(32 ﬁxf axzﬁx;

2 52833 . ¢ (a Y +6 Y _a Y J

Ox0%x: O0x:s\ Oxi 0X: 0 Xs

Siendo estas las ecuaciones de camm!ibi[idad
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1.7.- LEY DE HOOKE.

La relacion entre componentes de esfuerzo y deformacion, ha sido establecida
experimentalmente y se conoce bajo el nombre de la ley de Hooke .
Ley de Hooke en un estado uniaxial de esfuerzos :

L | [ -

[T N I T
Limitz de Llosticgad

if
Deformacion axial(longitudinal).
]

I
ﬁniﬂesimal, con sus aristas
n esfuerzo normal o.=c

'ttud de la deformacion

i4d Longitudinal (1.7.1)

o

==

ig=i-—
)dldiC 3 43
L] o P

e

(] 11T

Si imaginamos un
paralelas a los gjes
distribuido unifgrme
longitudinal estaqﬁa dad

N

fE
= %“&

G ) o
= : 833:—\/?” (1.72)

en la cual v es conocido como el coeficiente de Poisson.

Si el elemento de la fig.1.7.1) es sometido a la accion de los esfuerzos normales 6, . G,

11?
0., distribuidas uniformemente sobre sus caras, las componentes de la deformacion

resultante pueden obtenerse usando las ecuaciones (1.7.1) y (1.7.2), superponiendo las
deformaciones producidas por cada uno de los tres esfuerzos, fig.1.7.2), considerando un
estado triaxial llegando a él en tres etapas de cargas .
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(o} ! i }5’
ro ‘ -
L ‘ Posicié n inicial sin carga
|| b
" | Gn ’ #' ﬁ“m& cu 3Gn ’ G:n
| RN
| = s
il cyu 2 czz
N
i ]
"h.\ Illlt;::;_ﬁ)
=
||IlI
Etapa 1 :actuand0"||'16 0| etapa 2:7aciua }apa 3 actlilﬁ'ando G0,y
el il s P b= | )
O,,, sellegaalas si ie ! I,
1 | :
8112—611—’—"- 2 3 (1.7.3)
E Ej
il

I\
factorizando 1/E gl’é'f(illl ) tenem
1( \&

Eu=— (0‘11&(\012-!—
E %
‘\:'

P - Gi+C . "If
) YR -"i‘%l i "'f i ,_\d .
En las ecuaciones (1.7.3%)1a a_t_qn@‘ﬁ in_tgﬁ deformaciones y esfuerzos esta

completamente definida mediante los parametros E y V. Estas constantes pueden ser
usadas para definir la relacion entre deformaciones y esfuerzos tangenciales.

(1.7.3")

‘ ITSTITutrto ore Inogenieria
A ddAninersiDan Peracrusana

rZ
AR
; L L N
. = | ¢ E ‘-—DI F c
4 T P I o !2—'—-i
—= ot Bl o SO~ AR ool RN . N V
\ J [ )
- | / —
\ | 2
\ o BT RS, e
‘ I 7 1
: PRLE - L
\ VavEY ¥V Fig.1.7.3)
\ a)
\'-\ POrvopvecto be Migitalizacion e Tewis
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Consideramos el caso particular de deformacion del paralepipedo rectangular, sobre el
cual : g, 6 G,=-0 , g~ 0

aislando un elemento abed mediante planos paralelos el eje X que forman 459 con los ejes
Y v Z fig.1.7.3) se puede ver, sumando las fuerzas paralelas y perpendiculares a bc, que

la tension normal sobre las caras de éste elemento es nula y que la tension tangencial (7')
sobre la misma es :
=12(0,,-0,,)=0
Tal estado de tension rec1be el nombrt: de Esﬁ:erzo Cortante Simple.
r | ' r.-'I
.'... , -»;“"ﬂ
- u S;}l de (1.7.3%) tenemos :

%:III(HV)G

(1.7.4)

De esta forma, la relz

Lo al sfuerzo tangencial esta
definida conociendo 11121-"'.{}E

deformacion angular y

los esfuerzos de-gort ]ﬁ{r‘gm'a siguiente.

Fa A wa!!
ﬂ??’ >

i H""\-\. ."'.-.

[ . :

- . e
— #  Limile de Hosticidad
F )
ot O £

G=Modulo de cortante

12

X. Fig.1.7.4)Ley de Hooke en un estado uniaxial de esfuerzos tangenciales (corte puro g
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La constante definida en la fig.1.7.4) se conoce como modulo de elasticidad tangencial o
modulo de cortante G. Las constantes E. G y V son experimentales y estan relacionadas
por: G= E/(2(1+v)) (1.7.5)

sustituyendo G en la ecuacion (1.7.4) resulta : =~T—

G
Si sobre todas las caras de un elemento actuan esfuerzos cortantes, como en el caso de la
fig.1.4.1), la deformacion del angulo formado por dos ejes coordenados cuales quiera,
depende nicamente de las componentes de los esfuerzos paralelos a tales ejes y su valor
€s:: '

/
v =_r;,.-'1 {_rdu—- 176
7> % 1A B
VA7 724N
}419 p Fri L

Las defonnacnomi longn‘u' ales (1. 7'3;}"_{ lares (1.7.6) son
independientes U g??d otras y rgpresenta lale de Hooke en cqndf ones triaxiales 6 mas
correctamente l ua ¢ oébﬂ&b e isotropico. En
consecuencia, el "ﬁaso esfdérzos normales y 3

= __—,‘

tangenciales, se réﬁuelw 1ante la superposwlm ¢ ormaéxones dadas por las
ecuaciones (1.7.3%)ly (1 6). las compoqéhtes de-las deformaciones en funcion
de las componenteﬁl el fierzo: _ lo'podemos e ‘,' ¥ atﬁcnalmente como:
enl [ ol
1 I ‘I O i
Exn {\\ ' : b J () 2 "::r'
Enl_1|W N0 AR (1.7.7)
& E,.",G,:H.' = r O\ ,I
£ T Ol
ea) L0 | o
."." g T _._I__.-F"‘"F o
\ AR, 3
“ Cha b YA )4 (1.78)
M
despejando {c} de (1.7.8), se obtiene en forma matricial -
_ M-v v v 0 0 0 ]
Cu v =9 " 0 0 0 Eu
G v v l-v 0 0 0 Ex 1.7.9
<633L=L 0 0 0 (1-2v) 0 0 lewl (1.7.9)
C.| (+vXl-2v) J &
l 0 0o o a-29 , |fEa
Ox 2 E€x
(O 0 0 0 0 0 a —220) €s)
osea bl 0710

Se observa en las ecuaciones anteriores que solo intervienen E y V.
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En un medio elastico lineal anisotropico y aceptando el principio de superposicion las
ecuaciones (1.7.7), se expresan como :

€ii (G € € €a Cu Cul i

e Cai C22 Czz Cazs Ca2s Cae o

€l _ Cn € Ciz Cu Ci» Cis o (1.7.11)
7 £ Cau Cu Ci Cu Css Caus G

€. Csi Cs2 Csi Csa Css Css 5

€] _LCe Caz‘ﬂ.‘. Ces | Ces . Ces, _..566_ 031

Las ecuaciones constigti es;.sin embargo a través de

consideraciones._ energ restra’ qﬁé {mero dgvaonstantes es 21 y que
Ci=GC;; pa:l#%"# 4 ‘son smét’ncas r S a la dxagonal pnm(pa]ﬁlTodas las constantes
C;j deben detéiminarde-experimentalmente, Se supone t fomogéneo, ejemplos

de estos matefiales nadera, ,plastlco reforzado con

filamentos, ﬁéno 1 res direcciones ortogonales

anisotropicas, ei- material.se dlee?q&e es ortotrop d}e y |pard-iestos "matenales el naimero de
end '

constante se reciqce S eM Ve ¢ tapms-rn if
I

A veces es necegan faerzos #xpresados como funcion
de las componedﬁes d la siguiente manera, usando la
notacion {i )
l‘".", #‘
\ € 311;

N VN

x: ':‘5_.- f ol . l‘\:f;'l.

““*'-..M_.x ' HO Vot (1.7.12)
llegamos a la snguxente {elacmn entre 6n cubica “¢” y la suma de los esfuerzos
normales - . ram

.;:.!._._ _,-" “h - ll.,-' N éc |t
Tes— C] (1.7.13)

Empleando las notaciones (1.7.12) y despejando G . G, . G, de las ecuaciones (1.7.3’),
obtenemos:

vE E vE E
.= e+ Ex . O = e+
T (1+v)(1-2v)  1+v Y7 (1+v)(1-2v) 1+v

€, (1714

= . e+ = €,
2 (1+v)(1-2v) 1+v

rvovecto e DMigitalisacian e Tewis
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vE

ion T 1.7.15
usando la notacion : Tev-2v) ( )

considerando (1.7.5) y las ecuaciones constitutivas (1.7.7) llegamos a:

o,=Ae+2GE,, O, = Ae+2GE, , O,=Ae+2GE, (1.7.16)

',.ﬁ,j,k=1,2,3) (1.7.17)

donde 3,=1 {,ggra "“‘ 5, = ‘_ '::'_'f e = é{'{':i\szz +es =e.
"\ 3 ' ~F— -~ il l .:“-..,,::: /E{(’Tﬂ
Desarrollando ( @,{ 5€ """Q'?-_-";{."
para 1—1””‘—] i
i=2,j=2 Irll
-
i=3,j=3 I (1.7.18)
|
i=1,j=2 Il,.r'
L~
s lll. L :”
=253 %
"

i=3j=1

. \ d |
"\ /357
Sien el solido existe un mcfenf nto teﬁpetggm/ siendo « el coeficiente de

expansion térmica las ecuaciones (1.7.7) quedan:

el [1 -v v o0 0 o g, 0
o -u 1 -vu 0 0 0 Ow 1
1&3":1 -v -v 1 0 0 0 <G33>+GA'51> (1.7.19)
o El0 0 0 2+v) 0 0 G 0
= 0 0 0 0 20+y) 0 |5 0
e) Lo 0o 0 o 0 A+ g, 0
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CAPITULO 11

TEORIA CLASICA DE TORSION.

2.1.- INTRODUCCION.

Estas cargas se presentan generalmente en forma de pares que hacen girar los
miembros y producen esfuerzos cortantes. Los ejes circulares (flechas) son los miembros
mas comunmente asociados con cargas de torsion y se presentan en muchas aplicaciones
practicas para ello, especmlmente en’ el £ampo de disefio de maquinas. La torsion en
elementos estructura]ﬂrs; n¢g tar sunple y/las causas~ en ser muy diversas, la torsion
puede ser resultado dé acei %‘_pnmanas 0,.."scu,u : /La:torsion primaria se debe a
que la carga. -extema 'n, ~pud SET; rgsmﬁ@.asma_mﬁame torsion, en tales casos, es
posible dete nar {a torsiomn requeﬁ?f_pira mantener el m%ﬁ%qqo estatico, este caso
puede llama;?c’ }Ur i0n . 3 Drincipa edce“ jde un problema de
resistencia, de.tgldo agq se desploman si no se puede
proporcionar ¢e31st et torsional, se presenta generalmente | /por cargas aplicadas
excenmcamenta (u plo- s&mple serian los. voladiz en| ‘una trabe). La torsion
secundaria es ofi gin -M mg_gé@ga secundarlﬁ de requerimientos de continuidad en las
estructuras estaticamente n;:féréﬂmnad;ts (un ejemployseria al iniciarse el pandeo de un
miembro originalme te recto, smnetldmarsollmracrb de otro ﬁpo) Una introduccion al
tema de torsion,/debe €6 nzar cort- eI @omporiam tico de las secciones simples,
tales como las qifrcul : onunuamon se presenta.

naremgé los esfuerzos.

Conmdérando un eje de longitud / de
secmbn circular, con una de sus bases
ﬁ]as en el plano x-y, torcido por la
accion de pares de fuerza T que
actuan en sus extremos, el eje se dice
que esta en torsion pura. La seccion
circular esta sujeta a cargas de

Fig.2.2.1) torsion, ya que estas fuerzas
tangentes a la superficie, producen
X esfuerzos cortantes.

El producto de estas fuerzas cortantes por sus respectivas distancias al eje de la flecha
producen momentos, que estan situados a lo largo del eje-z, cuya suma (o resultante), es
el par resistente, bajo la accion del esfuerzo torsionante, generara que el cilindro se
deforme describiendo curvas helicoidales o en forma helicoidal.
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Para investigar la torsion en los ejes, debemos conocer la relacion entre el par aplicado y
los esfuerzos internos producidos por ese par. Para establecer esa relacion, se haran las
siguientes suposiciones :

a) A causa de la simetria de la seccion es razonable suponer que la seccion plana del

cilindro antes de la deformacion permanecera plana después de ella.

b) El diametro de la flecha no cambia durante la carga.

c) Los esfuerzos estan en el rango elastico.

d) Las deformaciones por cortante varian linealmente desde cero en el eje del

miembro, hasta un maximo en las fibras extremas.

La observacion y la venﬁsaclen,expenmqrr;al (;omp,rueban que estas suposiciones estan
justificadas y que las, 6 Ci¢
longitudinal. R\

Fig. 5"t} a) vy @ Bafrra clrcul_gf en tarsd':n pura.

Durante la torsion de la barra habra un giro o rotacion alrededor del eje longitudinal de
un extremo de la barra con respecto al otro. Por ejemplo, si consideramos fijo el extremo
izquierdo de la barra, entonces el extremo derecho girara un angulo o con respecto al
extremo izquierdo (fig.2.2.1). Al mismo tiempo una recta longitudinal en la superficie de
la barra, tal como la nn, girara un pequefio angulo hasta las posicion »nn’. Debido a esta
rotacion, un elemento rectangular (abcd) en la superficie de la barra (tal como el
mostrado en la fig.2.2.1.b) entre dos secciones transversales distantes dz, se deforma
convirtiéndose en romboide (ab’cd’), tal elemento se muestra en la fig.2.2.1.b), donde
una porcion de la barra se ha aislado del resto de la misma. La configuracion original de
elemento se indica por abed. Durante la torsion, la seccion recta de la derecha gira con
respecto a la cara opuesta y los puntos & y d se mueven hasta b’y d’, respectivamente.
La longitud de los lados del elemento no cambia durante dicha rotacion, pero los angulos
en sus vertices ya no seran de 90°,
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Por lo tanto, vemos que el elemento esta en un estado de cortadura pura, y la magnitud
de la deformacion de cortadura, y es igual a la disminucion del angulo bac. Este es :

_ bb’

ab

La distancia bb’ es la longitud de un pequefio arco de radio r subtendido por el angulo
da, que es el angulo de rotacion de una seccion recta con respecto a la otra. Asi pues
hallamos que bb’=r da. Ademas, la distancia ab es igual a dz, la longitud del elemento.
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion anterior, se obtiene:

Cuando un arbol de n;aqmna 1 £sta sgmetlefo 4 torsi _Qtr?qr la derivada da/dz del angulo
de torsion es constant’e ?.io ﬁgb dela bama Esta anstante representa el angulo de

torsion por umdad de'q'e' 'svd'emgna g efre..,d?or tanto, vemos que 0 = a/L,

donde L es lftt@nmtué del gj'é 0 arboi—Eﬂiences dela’s ecuaelon zﬁt@nor se tiene que:
T

S
.‘_ ¥ =
I. II - " '

eceion ) 'ﬁlesde la base z=0 y ya
: que la suma de la rotacion
generahzando =z y de

La suma de l'é-,_rotac i¢
que las deformépion :
es propormonaln? la
6= a/L—a/z'|As

donde 8 como de dijo

5 , esto es, el desplazamiento
angular relativq&,j.deL{

adas uma distancia unitaria.

l
",_;
-|.-

Fig.2.2.2)

Si la seccion transversal del cilindro permanece plana después de la deformacion,
entonces el desplazamiento w, a lo largo del eje z, es cero. Los desplazamientos u y v
son facilmente calculados, asi, considerando cualquier punto P(x,y) en la seccion circular,
el cual, antes de la deformacién, ocupa la posicion mostrada en la fig.2.2.2).
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Después de la deformacion, el punto P(x.y) acupara una nueva posicion P’'(x+u, y+v). En
términos de desplazamiento angular 8 del punto P, nosotros tenemos:

u =p cos(p+a) -pcos
v =p sen(B+a) -p sen B

Sustituyendo cos(B+a) y sen(B+a) por sus identidades trigonomeétricas y teniendo que
B es el angulo entre el radio vector p y el eje x de modo que x = pcos B,y = psen

u=x(cosa-1)-y sena
—FV= xSendr*hy(cos%

\
1
Los esfuerzos asocﬁ%dm ~

de Hooke generaliz!ada: ‘
Por lo que |

o I‘

T » cos(Nx) + f@_pS(N)Q = -GG y cos @N&) d:ﬁﬁ x cos (Ny)=0

para un cilindro c1rcular de radio r, tenemos: cos(Nx)qdr y cos(Ny)=y/r, sustituyendo
vemos que la ultima ecuacion, también se satisface.

El unico componente no nulo del par M producido por la distribucion de esfuerzos
(2.2.2) en el final del cilindro es M,, el cual es facilmente calculado, de esta manera,

M, = [[(xty-yia)dxdy = GOJ[ (+y*)dxdy =GO I,  (223)

donde J, = 7 r* /2 es el momento polar de inercia de una seccion circular de radio r. La
fuerza resultante actuante en el extremo del cilindro desaparece y esto viene del principio
de Saint-Venant, de que cualquiera que sea la distribucion de fuerzas sobre el extremo
del cilindro ocasiona un par de magnitud M,, la distribucion de esfuerzos alejados de los
extremos del cilindro estan esencialmente especiﬁcados por (2.2.2).
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El vector de esfuerzos: T=F i FTy]t Tak=G0yitx)
actuando en un punto (X, y), en cualquier seccion transversal z constante, se sitia en el
plano de la seccion y es normal al vector “r”. La magnitud de T es

] T = a+t5=G0x’+y’' = GOp (2.2.4)

De lo anterior tenemos que:

M
Go="=—*
p I,

Por lo que podemos expresar el esfuerzo como:

De esto podel!"'ﬂ observar qug‘hl mé;)ﬁmé-jgfuerzo esrim esﬁ,lerﬁcf ngencial que actua
en la frontera, d Jq; ro y tiene una magmtud G-e £~ donde r",,\Eg,qTr radio del cilindro.
La teoria e]en\‘ ntal d en e rabajq 'del ingeniero frances

C. A Coulomb (17 B06). alrededor de—1775—en relaeion con su trabajo acerca de

instrumentos elét:tnc S
. \

PP e racrusarnda

1ar~.e1 caso de una barra
! errénea de que para un

Navier conmderprnd
prismatica de seccn
determinado mo gulo- . ds n'es ir :
polar de i merc;g;r ¢ f' y'de gravéd dd :
valores maxxmes*del es CYZ sencial |se dan en ¢ j [
la seccion. Esta h;poteswx S g 2 &%& on las wfa':('indjciones de contorno.
Tomando una barra de seccion ﬁ 371), Navier penso que en todo punto 4
del contorno, el esfuerzo, tazgeqmal &aa? actuar segnfﬁ‘?nreccnon normal al radio OA.

ﬁescompomendo este esfuerzo en sus dos -

componentes 7y T es evidente que

un esfuerzo complementario, igual a 7
¥z

Fnstituto e Inenierida

dIninersioan

********** J{_ - actuara sobre la superficie lateral de la

|« barra que circunda al punto 4, lo cual esta

en contradiccion con la hipotesis de que

las caras laterales de la barra estan libres

de la accion de toda fuerza exterior,

< ! Nl causada por los pares que actiian sobre
Vy FE231 los extremos de la barra.
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Un experimento realizado con una barra rectangular (fig.2.3.2) muestra que las secciones
transversales de la barra no permanecen planas al suffir la torsion y que la distorsion de
los elementos rectangulares de la superficie es maxima en el centro de los lados.

1d_§ mon, la _,soluczon-ﬁe

iiverso. ﬁ;omen@er hacief
%a a ‘teféﬁ;n- suﬁosie;on
condiciore

a la dio Saint-Venant, quién
poﬁslclones respecto a la
emﬁstro cumplian con las

S cant mtr S e, entonces, de la unicidad
; r.! suposiciones hechas son
era so l‘!# d :ggblema de torsion.
g 2 3.3) y basandose en la solucion

Tomando una barra prisma - s1on
obtemda para el a’i‘bo% c1lm 1¢0, * Saint-Venant {@- que la de{"ormacmn de la barra

Para barras prismailqcas s
ocupo el método llama
deformacion de la barra §
ecuaciones de equilibrio §
de la solucion de las
correctas v que la'ﬁo

e S _.-F"‘"F
a) una rotacion de las{gf_:cplohg? tran zversalesycbmm&h el caso del arbol cilindrico y
b) un alabeo de las secciones transversales, igual para todas ellas.

Colocando el origen de coordenadas en un extremo de la barra (fig.2.3.3), tenemos que
los desplazamientos correspondientes a la rotacion de las secciones transversales son
(ecuacion 2.2.1):

=-Bzy ., v=0z (23.1)

Oz es el angulo de rotacion de la seccion transversal distante z del origen.
Una funcion definira el alabeo de las secciones transversales -

w= 6 y(xy) (2.3.2)
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De los desplazamientos (2.3.1) y (2.3.2), calculamos las deformaciones mediante las
ecuaciones (1.5.2) y (1.6.5):

6w Cu cw N
7 e e 0 - (233)
0x 0z ox
cw ov vy ]
v = 9 —+
R [Gy 2

Segun las ecuaciones ;J ?‘152,_125 esfﬁler?,qsmn

\ i 2.3.4)
& S (

De (23.1)y (232)
longitudinales de la pi 0 longi

es a¢tuando entre las fibras
as. Asi .imlsrno no hay distorsion

. 1
de las seccnonesl\rans ) os,,Tenemos en todo punto

cersiDan Peracrusanda

un estado de es erzo cor pnte_sﬁx le\géﬁmckﬁ’ por aScomponentes Ty, y Ty La

funcion yAx, y)x.que i
forma que satlstq.ga 3

expresion (2.3 4)~,y dest
satisfacer la e@ﬁ ion:

Considerando ahora 1as

iy
cg@anones“de—cm-rrt‘)mo (L
la barra, la cual esta llbréﬂﬂe ﬁ.lér‘zqs x}emas y ediyas.

z, tenemos:

=Z=0 y

ebe ser determinada ahora, de
do a estas ecuaciones la
emps ‘que la funcion y debe

.\\'I

(2.3.5)

";na las superficies laterales de
ales son perpendiculares al eje

cos(Nz)=n=0.

Brstituto e Ingenieria

darnin

Las primeras dos ecuaciones de contorno se satisfacen idénticamente y la tercera resulta:

Tl + Tem= 0 (2.3.6)

lo que significa que el esfuerzo tangencial resultante que actua en la frontera, tiene por
direccion la tangente a la frontera (fig.2.3 4). Esta condicion debe ser satisfecha si sobre
la superficie lateral de la barra no actua ninguna fuerza.

Fvrovecto e Migitalizsacion e Weaia

FHesponsable FEL. . A lbeerio JPebro L orandil FElebina

Colaborabores: Estanislaoc Ferman dHarcia
A B, Furigue R obrigues: HFlagana



ddninersiDan Peracrusanda

T IInstitutfo De Ingenieria

Uesis be Hlaestria

28

Consideramos un elemento de arco abc del
contorno y suponemos que s’ aumenta en la
direccion de ¢ hacia a, tenemos que :

g dy dx

e [ = cos(Nx) =— , m=cos(Ny)=-—

| = cos(Nx) =~ (Ny) =~

| Tere i/ . ¥y (2.3.6) seconvierte en:

’ | e/

e f:"‘ cw cy dx

a1 AP ey Jds
o r,;,? | [P\ = “ﬁ . (2.3.8)
Fig234) | y WOsE< | | __{_.' . /AN

(= & -

a la determinacion
contorno (2.3.8)Un
condicion de cont:k{rno

L]

i\
vaque Ty v ‘Eq”'z"l;l_io“ in

de la tercera podemos

1 de una funcion .w.qﬁé ééﬁi‘éﬁga la ecuacion (235

‘las condiciones de
ando la expresion de la

T e T o
~‘_E_&§fﬁaﬁ%;—ﬁcfo ﬁmble@ torsion se reduce

2

- (23.9)

A e .--".2"\
'\._l. " H“"\-\. . e i .:rl .
donde @ (x.y) es llamada fun%iéﬁ d;%ﬁﬁ_l_eﬁo&\_gxggtge-n Te. ¥y T ienemps

oy

0% :Ge[a—‘“-y) ) 2% =—Ge[€j‘”+xj

ox O0x

cy

Para eliminar y , derivemos la primera expresion respecto a “y” y la segunda respecto a
“x”y sumandolas encontramos que la funcion de esfuerzos debe satisfacer la ecuacion:

-~ 2 2
080 ?:—ZGG:F
ox" dy

(23.11)
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Sustituyendo las ecuaciones (2.3.9) en la condicion de contorno (2.3.6) nos queda:

By . Bl @ _,

(2.3.13)
¢y ds cx ds ds

Esto nos indica que la funcion de esfuerzos ¢ debe ser constante a lo largo del contorno

de la seccion transversal. Si se trata de barras macizas, esta constante puede ser elegida

arbitrariamente. La determinacion, entonces, de la distribucion de esfuerzos en la

seccion transversal de una barra sometida a torsion, consiste en determinar la funcion

@ que satisfaga la ecuacion (2.3.1 1) y sea nula en el contorno. Considerando las
condiciones en los extrerfios de una bérra somenda a ‘torsmn Las normales a esas

secciones extremas sdrﬁ’fp alélasal eje z. '/En consecueneia. /=m =0, n= =1y las
ecuaciones de borde seré: : N
= ,'_x
@) L i) (23.14)
'»{—ﬁg rz.\';__. 7| 3

en las que el "séigno positivo de S
exterior tenga el sent -F' l'e]e posmvo G Tas
de la barra (fig.2.3.3).
manera que los| S
resultante de esad fuerzz

LL 33

}\o de' la barra cuya normal
urre| con el extremo inferior
ales se distribuyen de igual
ans Ersales de la barra. La
a01<Tnes (2.3.14) los valores

de(239)y obse”van f r e
[[Xéxd /a)f.-"f.%w
o) 2w O
([ ¥ dxdy < [ [2ax=0

Por lo tanto la resultante gé‘-‘ Tas. fuerzas dlstnbul sﬂ?ye los extremos de la barra son
cero y que estas flierzas representan un par cuya’magnitud es:

= [J[(Yx -Xy)dxdy ——ngdxdy —j‘jgiydxdy (2.3.15)

Teniendo en cuenta que ¢ =0 en el contorno e integrando por partes tenemos:
M, = 2]] ¢ dx dy (2.3.16)
cada una de las integrales del Gltimo miembro de las ecuaciones (2.3.15) contribuyen a la

mitad del valor del par. Se tiene asi, que una mitad del par es debida a la componente

Te y laotraa Ty,
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2.4.- BARRAS DE SECCION TRANSVERSAL ELIPTICA.

De acuerdo con la seccion anterior para determinar la distribucion de esfuerzos en una

barra sometida a torsion, se tiene que determinar una funcion @ que satisfaga la ecuacion
(2.3.11) y se anule en el contorno. Consideremos una barra cuya seccion transversal es
eliptica (fig.2.4.1).

ot " La ecuacion de la elipse es :
LA : A 2 yz
1 — _-'.-::l hr"'.-’j'r"l‘_ = I'-x:'\.\‘. 2. =i (243.)
" | () e
§ R a LSIRT N\
- - =S P~ T T 75%-‘_ aciones (2:3.11) y (23.13) se
. ! BEN ©) /g o) T o S ()
i \ 1'1' - . . 5 - 'Illz
b W N ("—Z{F—z—l} (2.4.b)
= o\ )
, . |¢II|I E IIII|| |

: :‘ Fig2.4.1) I'|I|| |'s una constante.
m - |II (24b) en (23.11) se
| ﬁ I "I'
h a.:llb2 | : lel o

m= 4 L 1} b 24
n ‘n 2(a3 + bz) R-.':::}II . b7;f_ ( 2 .C)

ﬂ -'"'.____ll‘,lll ||.|<;J"
g B Sustituyendo eh“@uu. 5
- il g ‘___.-ffff
- it = 8 = dy ~ [ dx dy]F (2.4.d)
e b a *b
b .‘-d. '3 1‘{5‘#"' \-‘L\‘ci x"\"_ //J Ik"q_"j
et 2 _, _Tba Baean 2t . mab’
o E I waxay=1==2, [f yiacdy=1= 7 J[dxdy=mab=A
- 313
- - sustituyendo resulta: M = ——TEQ—F
m g 2(3‘ = b”')
2 =l 2
despejando pe M'("‘“ : ) (2.4.¢)
Ta'b’
2 2
Por tanto (2.4.c) resulta: ¢ = LM {5-+y—— J (249
rab \3° b .
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Los esfuerzos se obtienen sustituyendo en (2.3.9) la funcion de esfuerzo ¢ :

o= -2My o 2Msx
Tab ' Ta'b

Las componentes de la tension tienen una relacion proporcional a y/x y por lo tanto

constante a lo largo de cualquier radio tal como OA (fig.2.4.1). Esto significa que la

tension tangencial resultante a lo largo de un radio cualquiera OA, tiene una direccion

constante que sera evidentemente la de la tangente al contorno en el punto 4. A lo largo

(2.4.1)

del eje vertical OB la componente Ty, de la tension tangencial es nula y la tension
resultante es igual a T, A lo largo del eje horizontal OD la tension tangencial resultante

es igual a Ty,. El esfugr 0~$é.-'pr6qlﬁqe,§ri-_-el o ‘ﬁxno y puede demostrarse que

este maximo se da’en {05 ex ,_131135 del, eje menior se. Sustituyendo y = b en la
primera de las%uacm eS{2 A &‘*‘WE valer b _.futo de chqho maximo:
|.-.-_ -..:""‘nl J.-"... T 1 'T-L-_.J.L 2 Mt_- \.‘.. '."'-' ’r'1|
'r\_,;; Tow = — \éj_ﬂ (2.4.2)
2.5.-BAR AL TRIANGULAR.

: : ar e uiléqéra (fig.2.5.1), donde los
vértices son los puntd fc;u n -fde'ecta3| que contienen los lados
3 X

para AB, (x- \E ~a y= ,yfparaAC (x+ la) 0.
o B\ 2% \®
El producto db%as 3 es de los lados del triangulo! sera lé'eﬁuacién de contorno:
Tl y- ) (xﬁJ— 3y- —a) (x+ —a) 0
C| N R, | P r'J’
- L 0 =
¥ . = N f Nt s gl
. N “resultando el polinomio:
‘ \\__‘ . 1 2 2 ]. 3 2 2 2
_ | ) —(x" + -—i(x" +3 -— =0
- g 1 (2( i ey
2a | "I ‘ t . [}tmmw g
—_— | | { -
5 1) ‘ B Las ecuaciones (2.3. 11) y (2.3 13) se satisfacen si :
4 | F. .1l
V / =3 { 5( 1y )- (x -3xy’ )-—3 }
' Ya que F=-2G6 tenemos.
A a | |
. P= —GG( (X Y )- (X -3xy’ )——a ) (259
' Fig2.5.1)
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Sustituyendo ¢ en las ecuaciones (2.3.9) obtenemos las componentesde T y T .
Por razones de simetria a lo largo del eje x, T\:z =0 y entonces obtenemos de (2.5.g):

3(36[
.‘ZA 2&

g - e ] (2.5.h)

En los puntos medios de los lados del triangulo se produce el esfuerzo méaximo, de

(2.5.h) encontramos que: Tm = G9 - (2.5.k)
o ey BN 1Y
. “.,-'fn"-F' : _i!_"::, b, | i
El esfuerzo tangencial . en.'l’ia ' . ,l‘ trig fése La fig.2.5.1).
M, lo encontram‘gsﬁustltu._‘_‘_ﬂ_‘q_ 25, {l-:-'".';;-;:.:- 3;-16) l.:-;‘.
e y = i

0gia ft__fé tm:smn y la deformacion de una membrana, la
lﬁﬁp'ﬁﬁa*s ucion dg"‘d" iﬁ s de torsion, que no se
m en?o emvémente_ sta a aldgla se conoce como
[ 1 énea .(ﬁg 2.6.1), tal como
0 agujero, esta debe ser
a en estudio. Debe

L. Prandtl present"ﬁuna an
cual ha resultado qé gran
pueden resolver mat ma
“analogia de la mem ra
una pelicula de jabep
geométricamente semejante -z
mantenerse una ligera ;&
mantienen fijos saé‘e ife

obre | f"ﬁd@“ ad y bc del elemento
~_infinitesimal abcd (fig.2.6.1), actiian esfuerzos
de tension, que cuando las flechas de la
membrana son pequefias, tienen una resultante

y. 2
hacia arriba cuyo valor es  -s(a z/ax )dx
dy. De igual forma, las tensiones que actuan
sobre los otros lados del elemento tienen por

- . " resultante -s( @zz/ ayz)dx dy vy la ecuacion

b N _L* de equilibrio del elemento sera:
Jullll o
) .‘ e i qdxdy +s dxdy +s— dxdy 0
j Fig26.1)" &x oy
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iz Atz
De donde: g = £ - -4 (2.6.1)
dx 0y 2

La flecha de la membrana es cero en el contorno. Comparando la ecuacion (2.6.1) y las
condiciones de contorno para las flechas z de la membrana, con la ecuacion (2.3.11) y la

condicion de contorno (2.3.13) para la funcion de tension ¢, se tiene que estos dos
problemas son idénticos. Podemos entonces obtener de las flechas de la membrana los
valores de ¢ sin mas que sustituir la cantidad -(q/s) de la ecuacion (2.6.1) por la
cantidad F=-2GO de la ecuacion (23. 11} Representando la superficie deformada de la
membrana por curv /der_m.\_&’el,*(ﬁg 2.6, 2y pode@“"sﬂxb er conclusiones 1mp0rtantes
relativas a la dlstnhumo‘ Z0s en la torsté e 3 ‘ -'
(ﬁgZﬁZ)eniamem 2 flecha a
GRS ST s = A
pasa por esté\"gﬁx}/p’es constante por‘lo qué —=0_ % 'Uﬂ

=y
L h\
NIVE SIIIA [
d (U de

La correspondmnte gcuaeion pars STSIOf

1C

.I' . ﬁ—' J’/ N " f
11 prd gy A i

| 4'] g Si_g_: a¢ (_i_K- _ dl ‘ _dx :tp'lo
| | % s axds ) T8 o 65 T
k i _:*.“f.l__. ‘- = | q I

Esta ecuacion iﬁdlca lrpro&gc’éfon' fi-elia,rresu 2 Ms Ia"tensxon tangencial en el
punto B, sobrek'lkca norfiial N a la-cus h Hor lq itanto podemos concluir
que la tension tang _ﬁ el punto: - nde la t gente a la curva de nivel
que pasa por c;se,bunt R w J@_pt a,nsv ~sale 4 barra sujeta a torsion se trazan
curvas tales q@e, la te \ﬁfsus puntos tenga la

alquiera
direccion de la tangente i’ ﬁp eran [Laahadas lineas de tension
tangencial. Por lo téqto las z R ' ic

embrq.ﬂ’a son las curvas de ténsion

tangencial de la secc10u tra.ns,ver a sometida. rsion.
.'{1‘-_ F) ™ "J
; u \
S N { o o rﬂagmtud de la tension resultante T en B
dyg L bl (fig.2.6.2) se obtiene proyectando sobre la tangente
las componentes T, y Tyz . Por lo que:
//_h_\\\
ST ks T=Tyz cos(Nx) - Ixz cos(Ny)
7 e \ Sustituyendo:
i e L L
: | By g "f c ¢ Ed)
T AN T Ty=—
= '\\_L__/”/ = L— = 6 y E yz 6 X ?
T Fig262) dx dy

c:os(Nm:)=dn , cos(Ny)= ™
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e codx dpdy )| _
Se obtiene: (& = .B;din ) aﬁ

Asi, la magnitud de la tension tangencial en B viene dada por la pendiente maxima de la
membrana en ese punto. Basta simplemente con sustituir g/s por 2G6 en la expresion de
la pendiente. De este hecho, se deduce que los maximos esfuerzos tangenciales actian en
los puntos en los que las curvas de nivel estan muy proximas unas a otras. La ecuacion
(2.3.16) nos permite establecer que el doble del volumen limitado por la membrana
deformada y el plano xy (fig.2.6.2) representa el par de torsion siempre que g/s es
sustituido por 2G6.

2.7.- TORSION
)/

Ocupando la an
de torsion de un'h‘. barra
lados cortos del rélﬁtan '
una forma cnlmdnqq (fig.
formula elemental He la

NGU LﬁSTRECHA

ot on“seﬁin]la del problema
25D ecland'p el efecto de los
15¢ ament"e deformada, toma
¢ la méinbrana mediante la

a de dqulhbno de un hilo

IInstituto De Ingenieria
dInNniversioan Peracrusanda

| Fig.2.7.1)
qc’
o= 2.7.a
%S (2.7.2)

voveeio be Digitalisacion be Tewis

Responsable FEL. 3. Albeerio JPebro L oranon Hlebina
Colaborabores: Estanislaon Ferman Frarcia

AFL. N, Fuarigue WBobriagnes: Flagana



ALes

< e Flaestria
35

De acuerdo a las propiedades de la parabola, la pendiente maxima, que se presenta en el
punto medio de los lados largos del rectangulo, es:

4 _qe
¢ 2S5

(2.7.b)

Calculando como cilindro parabolico el volumen limitado por la membrana deformada y

el plano xy, tenemos:

n ~2~08b _ gbc
3 128

(2.7.¢)

Aplicando la analogia de la membrana i susntuyendo q/S por 2GO en (2.7.b) y (2.7.c) se

obtiene: (2.7.d)
< 8 272
'fllf“:b:‘-.‘ 7 . :
=
La curva de dqhemo ,
N g 88
y la pendiente q? la An.malqmex pﬂﬂ‘t{} es: i %Z_ = ,x = —%x
I f Al i X c
en la barra someltlida a tors (En,ei e?ﬁ;efto’ Qorné:i-'pond shite-es: | Ty.= 2GOx
| il
/
Il -
REQ@;ANGULAR

..-"
o

Empleando nuevamente la-analogia .de-ta_n cmbranaf.j el problema para secciones
rectangulares se reduce, ‘Erdetemunacron de las ‘de una membrana rectangular,
como la representada en &g M) l;":étas\_ﬂ_ : de satisfacer la ecuacion (2.6.1)

y ser cero en el contorno.

2 22
g = 1 (2.8.2)
p— "= 6x Oy s

FInstituto De Ingenieria |
diniversiDan Peracrusana

,T La condicion de la simetria con respecto al eje “y” y las
| T condiciones de contorno en los lados x = #a  del
At rectangulo, quedan satisfechas si se expresa z de la forma
| ! .@Tfl!' - de una serie,
| z= Z b, cos (2.8b)
= ! . n=1,3..
‘E | &Y donde b, bs, ... son coeﬁc:entes constantes ¢ Y, Y: ...
. T 7 : son funciones de y solamente.
Fig.2.8.1)
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Sustituyendo (2.8.b) en la ecuacion (2.8 a) y observando que el segundo miembro de esta
ecuacion puede ser desarrollado en serie:

q = q 4 Lol nmx
et i SR 55 i T S 2.8.¢
§ ng;‘ms nn( y* i 2a ( )

Para la determinacion de Ytl tenemos la siguiente ecuacion:

(2.8.d)
(2.8.e)
.
rg}ﬁll
La constante A, sé a de la membrana

respecto al eje J'é..,lLa CC

SI@Q@ on dflzl,:'i]ue la flecha de la

32 a1l ceshfnjy /2a) nmx
%j;{-l 3\\"11—( a/l % coshrlﬁzb / ZaJ (2.8.2)

A partir de (2.3.9) se obtienen las componentes del esfuerzo :

_ 0 16GBa < a1]  cosh(nmy /2a) nmx
Tyz = x Z —( 5 [ cosh(nzb / 2a) =2 sk

El esfuerzo tangencial maximo suponiendo que A>a. correspondiente a la mayor
pendiente de la membrana, se da en los puntos medios de los lados largos x= #a  del
rectangulo.

FOrovecto e Digitalizacion be Tewis

Besponsable FE1. 3. JAlbeerio JDebro Forandl HFHlebina
Colaborabores: Fstanislaoc JFerman dBarcia

AL B, Enarigus RBobrigue: Flaoana



_ AMnstituto De HInvogenieria o
ddninersiDan Perdacriuusana

Uesis de Hlaestria

Sustituyendo x=a, y= 0 en (2.8.h) obtenemos:

g a4
e n’ .i3s.n’|  cosh(nmb/2a)

ya que: l+—l—+l+ ............... =—
. Sl

tenemos: 15

."H:._ I | :| .- , = T ..I b :
El Tra parac er valo de _1 . ' iciente- actitud, ya que
la serie del segundo mie _converge con gr i = el caso de un
rectangulo muy'estr Ppor G T Te 0V Grande
\

despreciar la sunf;;oﬁa
primera de las ecuaciones
la ecuacion (2.8. l)'1||||

|

III
[at=2030a lo que coincide con la
iy o

gion esln'lt':uadrada a=byde

= 1)

a (282)

R, .
".'._x |-\"-\%~%e 'x_ /.- I. -\_#
En donde  es un factor numérico que _gl_e'{prenﬂ_ek b/a. Diversos valores de este factor
son dados en la tabla 2.8.1). El momento torsionante Mt se calculara ahora en funcion

del angulo especifico de torsién 6. Usando para ello la ecuacion (2.3.16) obtenemos:

Y 64GOa’ ¢l & 1 =1l cosh(nmy /2a) nmx
M, :ZII¢dxdy - -”{ 2 ;13_(_1) — [l- oosh(mcb/Za)} %2

3
—a-b n —s-hln=L3.5—

}dxdy =

_ 32GO(2a)’(2b) i 1 64GB(2a)° i 1 o nnb

- nt 2=13.5,. n* n’ u=1,35, 1 2a
' - r g
yaque: —-+—4+—4+ =
1 3 5 26

Fvorecto e DMigitalisacion e Tesis

Besponsable FFL.F. SAlbeerio JPebdro L ovrantr Fledina
Colaborabores: stanislaoc JFferman dFarcia

AL B, " nrigus Bobrigne: Hlaogana



| 'S |

"~

Hrnoaenier

ddninersiDan Peracrusanda

nstituto De

=

Uesis be Hlaestria

38

1 5 2a < l mtb]
. . o IR 2 284
Tenemos: M, 3G€1(2a) (Zb)(l b ; ' 3 2% ( )

Mt puede ser calculado facilmente para cualquier valor de la relacion a'b, ya que la serie
en el segundo miembro converge rapidamente. En el caso de un rectangulo estrecho

tenemos que : tanhmzl
2a
y M, = %(}6(23)5 (2b)[1 = 0,630%) (2.8.5)
a=b en la seccion cuadr (2.8.6)
El momento Mt puedefser
ll.';:-}\‘-\". = o 2 .ljf ..-.___.-"' = ,.A—“ﬂ (287)

donde k; es un fa}ft rn

de este factor son":'gados
ecuacion (2.8.7) enila ecus
funcion del momentq'llde t

r depende de lairgla c’n b/"" Diversos valores
. , 7lor dé, © dado por la
tangencial maxima en

| I (2.8.8)

k> es un factor numérico T

.....
=
2
o

"""'H.| LL

E= Tk \H)” (2
i w«é_ggﬁ‘ﬁid}}a{‘lo“eﬁ-la tat

LY S L i "|
o 5 . i
'.I'Ilbl K A | JIfll || [ lll" III
- e Pl
I“:r"::-'l.l" 1.0 ) zg"{ T i )1 ' 7 I'f{;) {
S | || = S
%) . >
‘H\T — b i P
1.5 . :q__§4§“h—h : f“%é‘if
) - . ()
20 ~="0,9300_| / 0329 0.246
25 0.968 0.249 0.258
3 0.985 0.263 0.267
4 0.997 0.281 0.282
5 0.999 0.291 0.291
10 1.000 0.312 0312
© 1.000 0.333 0.333
Tabla 2.8.1)
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2.9.- TORSION DE PERFILES LAMINADOS.

El estudio de la torsion de secciones formadas por aceros laminados, como perfiles
U, L, C e I, se tratara como un caso particular para barras de seccion rectangular
estrecha.- Si la seccion transversal es de espesor constante, como en la fig.2.9.1), el
angulo de torsion se obtiene con suficiente exactitud a partir de la ecuacion (2.7.1),
haciendo en ella b igual a la longitud desarrollada de la fibra media de la seccion, es decir,
b=2a-c. Para una seccion en U (fig.2.9.1.b), se obtiene con cierta aproximacion el angulo

- : : : : s
u o de torsion considerando para las alas un espesor medio, descompomendo la seccion
e : transversal en tres rectang y sustituyendo en la\ggqamon (2.7.1) be’ por b, r.,
- 2b,¢5 ¢, lo que si _quefa Lig?ﬁez tdtsi@n_ _ “ple a_es igual a la suma de las
T rigideces de los - Se-tiene-eriton - ',-»'f LN
- e NCRCHCH RO 2 T ;.--'"H'“‘-
: # |*‘ '\-\.I"':‘I'I o e, ----_-.J.""3M - x'\"\,‘_‘ 'I.{i"-"hﬁi_.l
- & = & 293)
W I\ i

~ A \y ".'"
E ! El esfuerzo en los pr ‘ orno, 51tuados a d stanci conﬁlderable de los vértices
- :" de la seccion tr'xlilnsv li/ ando, la, e uacul’sn correspondiente a un
f d‘ |
m . rectangulo alarglfido i|

2‘ [f I||I
R A RREA N/

F e = A il

: ) o/
o A | @ AL
- L = -
2 ¥ " w r

t a =
- r a) b) lf-_l-. f; )/
- \Eig#9.1) -
w2
.\m il De la ecuacion (2.9.a) tendremos, para las alas de perfil :
-

- 3M,c,

—_— 29b

m % b c; +2b,c} ( ;

Estas ecuaciones pueden ser usadas para una viga de seccion I (fig.2.9.1.¢). En los
angulos entrantes se produce una considerable concentracion de esfuerzos cuya magnitud
depende del radio de las curvas de transicion.
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-— Para las tensiones existentes en tales puntos, un
| valor aproximado puede obtenerse mediante la
| analogia de la membrana. Consideremos una
“ seccion transversal angular, de espesor constante ¢

. || (fig29.2) y sea a el radio en la transicion que
g | corresponde al angulo entrante. Suponiendo que la

‘ - ;
\\ | superficie de la membrana en la bisectriz 0O, es
Y| aproximadamente una superficie de revolucion de
" | "~ | eje perpendicular al plano de la figura en Oy
‘ + . empleando coordenadas polares, la ecuacion (2.6.1)
: T T R T+ade la rsupgr\ﬁple deformada de la membrana se
o I "| - g T | |
'ﬂ:lL e Fig.2.9.3},? ] :. = §f°“‘:a ey <y
T . Y — 0 - i , :
: . ‘*‘-—&r_—‘:.gr;ir: = = A (2
i’ La pendiente de IA. ana nos da ,el esiﬁeer_tlangencxal al susu.fﬁd ~f'llaor 2G6 enla
W expresion (2. 9c), la eCUg '10;'1’ ara el esfuerzo
tangencial: I
ﬂ i
¥ .III 'II'I -
: |II|II I|II (29d)
- | L[ .
_ Para los puntos de la:f.l alas stangia de las esquinas,
m‘ donde la membrana tiene ente cilindrica, la ecuacion
correspondiente seré:lll| \
= “ 4 (2.9.)
1 i
i Donde “n” es la rr:k{al al en el-.m de, la ecuacion
,ﬂ (29.e) prewamenté%f;temda argado % - GOc. Usando
E ésta y empleando la ecuacion (2.9 v
g P e =
by VO ™S — 1= 22 (Y 29.d
by *{:""-J \‘hdl: ff_ c «:—)/ (2.9.d)
: A T1r
o Integrando, tenemos: i ol (2.9.9)
- g C
- Donde A es una constante de integracion. Para la determinacion de la misma,
supongamos que el esfuerzo tangencial se anula en el punto O,, distante ¢ 2 del contorno
(fig.2.9.2). Segun (2.9 1) se tendra
A t,[a+(c/2)] T .
= = A="(@+2)
a+(c/2) c : c ( 2)
Sustituyendo en (2.9.f) y tomando 7 = a obtenemos:  Tmax=T 1(1 +4i) (29.g)
a
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CAPITULO I11I.
ELEMENTO FINITO.

3.1.- INTRODUCCION.

El meétodo de elemento finito es un procedimiento numérico para obtener
solucion a muchos de los problemas encontrados en el analisis ingenieril. Este tiene
dos subdivisiones primarias. La numero uno utiliza elementos discretos para obtener
los desplazamientos en las- amculamones y las fuerzas-en los miembros de un marco
estructural. La segunda'l u;mr mos ‘contintios mrgob’bene{ soluciones aproximadas
como para trasfercncm d'f;c _mecanica_de- ffmdés,hy _prd)blemas de mecanica de
solidos. La formulacion, ughﬁﬁr‘ch‘:memms discre:gs' &5 referida:-como el analisis
matricial de es{hcturas y producen resultados’ 1dent1cos a los de’l‘.‘anﬁhsls clasico de
marcos estructui',a’{és do' ae clemento ﬁmto
Este produce \,a.lﬂres
llamados nodos. Un pr
resolver ambos tlpos

frecuentemente ushdo pa enoiarambas« formulaciones elementos discretos y
con continuos. El| ‘método de @bamenm ﬁmto aplica” conceptos | matematicos para
producir un sistema de lecuac énes—hnlea.leé 95 no lineales, ET'm fneré de ecuaciones es
usualmente muy g'\_lan requiere gl pp _de calc l‘l una computadora, el
método tiene poca. val | pré ctica sin'/u com upador D es pos:ble documentar
el origen exacto del metode  de. element%;i Iﬂ fo ya )ios conceptos basicos
envuelven un penodo de'1$0.« n: asanos. El mi qug ‘

dia es el resultadq.de varios4rti r
analisis matricial de estructurds. para/cepos;con ifuos fales como los de Hrenikoff
(1941), Courant(1943);: Argyris.y-Ke 60Y, ¢ Tumer ‘Clough, Martin, and
Topp (1956). El término" “Eh:mento finito™ fue usaqg;par primera vez por Clough
(1960) en un articulo tltulada-“ The: finite element , in plané stress analisysis™ en donde
la técnica fue presentada para analisis plano de esﬁlerzos implicando el uso directo de
metodologia estandar aplicable a sistemas discretos desde un punto de vista
computacional. La exploracion espacial de los 60's proporciond recursos para
investigaciones basicas las cuales colocaron al método en bases matematicas firmes
y estimulo el desarrollo de programas de computadora, implementando el método con
multiples propositos. El disefio de aviones, misiles, capsulas espaciales y similares
proporciono areas de aplicacion. Aunque el origen del método es vago, sus ventajas
son claras. El método es facilmente aplicable a objetos de forma irregular compuestos
de diferentes materiales y teniendo condiciones de frontera variadas. Eso es aplicable
para problemas dinamicos y estaticos, asi como a problemas que envuelven materiales
con propiedades no lineales. El método de elemento finito es la base de muchos
programas de disefio asistidos por computadora. El incremento en el uso de disefio
asistido por computadora hace imperativo el conocimiento de como el método de
elemento finito trabaja.

'Ie elemento finito" es
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3.2.- SOLUCION DE PROBLEMAS DE VALORES DE FRONTERA.

Un camino para resolver cualquier problema fisico gobernado por ecuaciones
diferenciales es obtener su solucion analitica, sin embargo, hay muchas situaciones,
donde la solucion analitica es dificil de obtener. La region en consideracion puede ser
irregular, esto es, que matematicamente sea imposible de describir la frontera. La
configuracion puede estar compuesta de diferentes y diversos materiales, cuyas
regiones sean matematicamente dificiles de describir. Problemas que envuelven
materiales anisotropicos son usualmente dificiles de resolver analiticamente, asi como
problemas cuya relacion esfuerzo-deformacion o bien cuando se estudian grandes
deformaciones contienen t os no lineales! Los me os numeéricos pueden ser
usados para obtener una’ %I\E%mmada cuqmd iit’m analitica no puede
ser desarrollada. Todas", ne__mum éricas._/producen puntos de valores

discretos, para qq’_;uego dcﬁnra@a?es n%“n&ﬂe,m%“ Elﬁf’ocedmu,eﬂm de solucion

completo es rékehtlo ‘cada vez que “estos- yarametros cambign’/; L35 soluciones
numericas aproxim e la no olﬁhrép‘\ analitica del
problema. Los va!pres cfl e acerga de procesos
fisicos aun cuando, ellos “1[51 dlscrenzados en puntUs— fay rios /procedimientos
para obtener una '.lk,oluci meérica para una ecu'acmi diferencigl, los métodos
pueden ser separadgs dentrg = asicos: (1) Elvmeétpdo de las diferencias
finitas, (2) El métod’lq varia ' JQIEi' meﬁodo de resrd < ondeérados.

I

3.2.1.- METODO DE g RENCIA’S’ FINFTAA [
El método de dlferent as-finitas, 4p rﬂ:*'fés d _ fivadas.en 1z |ecua\clon diferencial,
usando la aproximagion § nétode (fs u{{l para resolver

bidimensionales 6on' frontefs
embargo es comprcado cua

3.2.2.- METODO VARIAGR)'NA ya i‘;

La aproximacién variacionat ¢ envuelve Ja integral de una funcién que produce un
numero. Cada nueva funcion produce un nuevo numero, la funciéon que produce el
numero mas pequefio tiene la propiedad adicional de satisfacer una ecuacion
diferencial especifica. Por ejemplo:

—j' { }1 -(3.2.1)

El valor numérico de [T puede ser calculado dada una ecuacion especifica y=f{(x).
Los calculos de variaciones muestran, sin embargo, que la ecuacion particular y=g(x),

la cual produce el valor numérico mas bajo para II, es la solucion de la ecuacion
diferencial.

+Q=0 (3.2.2)
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Con las condiciones de frontera y(0) =y, e y(L)=y.. La funcién de prueba que da
el minimo valor de I es la solucion aproximada. El método variacional es la base
para muchas formulaciones de elemento finito, pero tiene una gran desventaja, no es
aplicable a ecuaciones diferenciales que contengan términos en primeras derivadas.

3.2.3.- METODO DE RESIDUOS PONDERADOS.

El método de los residuos ponderados también envuelve una integral. En este
método, una solucion aproximada es sustituida dentro de la ecuacion diferencial. Ya
que la solucion aproximada no satisface la ecuacion, resulta un término residual o de
error, suponiendo que y-h(x) es una so}ucion aprommada de (3.2.2) sustituyendo da:

7 - .-w"!"i'
Avr= F ; (’E) S 13- I'
W + A 0 .—x {1 3.2.3)
a esta dlfCl’CﬂCﬁJ&l llamareﬂm remfﬁa ﬂ"}k wque%-y*h(x) 1o sagfsface la ecuacion.
El método de 'ﬁes:duas ponderados requiere que I ;'q' . 7'
4 | =1
(3.2.4)

era 10n' Wi(x), v la integral
iones, de ponderacion es
ﬂ aprcﬂxlmada Hay varias
mas populares les han
tmu.pcnon

El residuo R(x) 'Ill‘:s m caLanuna ﬁ.mstod de pong
del producto es necesa uﬁ—‘séal rFil nimero de
igual al numero de coef tes giesgonom os eg}ia- 50
opciones para las| ffun s

sido asignados nqn‘nbr S

—— 3
l

METODO "IDE \ '?5‘ CACION lsol W(x)—S(X X;) son

seleccnonadis corr?o s de'| B(x) est funcion delta de
Dirac. Esta- aeleccm\n,, Ui ; el res1duo desaparezca en
puntos espemﬁcos El e nados «€s igual al nimero de

METODO DE SUBI&OMH\JO Cada ﬁmcfon de ponderac:lon es seleccnonada
como unitaria, W;(x)=1, sobre una region especifica. Esto es equwaiente a
necesitar que la integral del residuo desaparezca sobre un intervalo de la region.
El numero de intervalos de integracion iguala el numero de coeficientes
indeterminados en la solucion aproximada.

METODO DE GALERKIN : El método de Galerkin usa la misma funcion
para Wj(x) que fue usada en la ecuacion de aproximacion es decir Wi(x)= h(x).
Este enfoque es la base del método de elemento finito para problemas que
envuelven términos en primeras derivadas. El método de Galerkin es usado para
desarrollar las ecuaciones de elemento finito para el problema discutido en este
trabajo.
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METODO DE MINIMOS CUADRADOS : El método de minimos
cuadrados, utiliza el residuo como la funcion de peso o ponderacion y obtiene
un nuevo termino de error definido por :

E=| [RoTdx (3.2.5)

Este error es minimizado con respecto al coeficiente desconocido en la solucion
aproximada. El método de los minimos cuadrados ha sido utilizado para
formulaciones de elemento finito, pero no es tan popular como el método de
Galerkin y la aproximacion variacional. £/ me'todo Variacional y el método de
Residuos Ponderagias"ﬂ la uno envuelve una-integral, Estos métodos pueden
‘ _E;J_H"ezddo de formirlngorm‘ﬁ;?eg ales.

ser agrupados ba j,ﬁ e

- ! i | ; ~
. . - U -y
= e ..-l.‘—”“'w‘ Ly i 3 = e
A B2 = W
Ilr-"'-- \ T ' = ) .'r 4
3.3.- \PO¥ PO TEM:IAL
IIHIU snm
La solucion dg pro] a8 de mecanica de solidos. 1o N es mcluyen la solucion

de problemas de el,asn dad de dos-y tres dimensiones, a 0 placas y estructuras
de cascarones, pu?de ser; enfo _gc.os.de varias ormd Enfof(ue clasico es la

formulacion de las |ecuaciones, &Lfereg ales goberna obtener la solucion
analitica. Esto no se p mede Ha Hagsr ‘en mu 105" proble ido a la dificultad en
describir matematika a—geometﬁa esfru‘eup:al 011? dumones de frontera.
Una alternativa popul # oqué.-clay un ’p‘mce (10 n;,gmenco basado en
el principio del ml}ﬁmo ne gia p enlchJ ;#l Bﬁai % ﬁe qlie: Las ecuaciones
de de.splahamlenlosl qu facen: Ja congi at Illd ,/ condtc.'ones de
frontera y que nm!blen é ' ibrio, “héicen la energia
potencial un mnnmg en ur aHIe s los desp]azarruento en la
posicion de equilibrio ocurren al'q a de unrmstema estable es un
valor minimo.

e

:
k R, o = “W-"
- .I_J 'r

# '
o "‘ e ___.-'

El principio anterior 1mp11ca‘7[§-§1guleqte Y

1.-Escribir las ecuaciones de desplazamiento para cada miembro.

2 -Incorporar las condiciones de frontera para que las ecuaciones de
desplazamiento cumplan todas las condiciones de apoyo.

3.-Escribir una ecuacion para la energia potencial interna del sistema estructural
en terminos de los desplazamientos desconocidos.

4.-Minimizar la energia potencial con respecto a los desplazamientos
indeterminados dentro de las ecuaciones de desplazamiento.

El seguir los cuatro pasos anteriores nos lleva a un sistema de ecuaciones de equilibrio
que se resuelven para los desplazamientos de los nudos. Una vez que los
desplazamientos son conocidos las fuerzas internas y los momentos en cada miembro
pueden ser calculadas.
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3.4- METODO DE ELEMENTO FINITO.

El método de elemento finito es un procedimiento numérico para resolver problemas
fisicos gobernados por una ecuacion diferencial o un teorema de energia Este tiene dos
caracteristicas que lo distingue de otros procedimientos numeéricos.

1.- El método utiliza una formulacion integral, que genera un sistema de ecuaciones
algebraicas.

2.-El metodo usa futiciones-Continuas de discCretizacion para aproximar la cantidad o
cantidades desconocidas;

La segunda | caracteristica distingue al ‘método de elemente finito' de otros procesos
numeéricos que utilizany-fermulacion—integral-Elmeétody de eleniento finito usa una
funcion contiiua, pero umal con /solo, stficiente | continuidad en las derivadas, para
permitir que las integrales "puedan ser evaluadas. Una ecuacion compuesta de varios
segmentos lineales puede-ser Gsada como una ectiacion de aproximacion.

En el método de |elemento finito, pueden considerarselo§Siguientes cinco pasos basicos.

1. - Discretizar!la region. Esto incluye-localizacion y|nimeracion de nudos, también
como la especificacién-de susvalores'de coordenadas.

&)

. - Especificar la ecitacion de aproximacion. El orden/de la aproximacion, lineal o
cuadratica,.debe de ser “especificado~y las secuaciones deben ser escritas en
terminos de‘los valores-nodales. desconocidos. Una‘ecuacion es escrita para cada
elemento

(5]

. = Desarrollar el sisteniarde.ecuaciones. Cuando usamos el método de Galerkin,
las funciones de ponderacion para cada valor nodal desconocido es definido vy la
integral de residuo ponderado es evaluada. Esto genera una ecuacion para cada
valor nodal desconocido. En la formulacion de energia potencial, la energia
potencial del sistema es escrita en términos de los desplazamientos nodales y
entonces es minimizada. [Esto da una ecuacion para cada uno de los
desplazamientos.

4. - Resolver el sistema de ecuaciones.

5. - Calcular las cantidades de interés. Estas cantidades son usualmente relacionadas
a la derivada de los parametros.
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3.5.- ELEMENTOS BIDIMENCIONALES.

Una ventaja primaria del método de elemento finito es el caso, el cual puede
ser generalizado para resolver problemas bidimencionales compuestos de diferentes
materiales y teniendo fronteras irregulares. La  discusion de los problemas
bidimencionales comienza considerando los elementos lineal triangular y bilineal
rectangular, asi como las funciones de interpolacion y un sistema adecuado de
coordenadas.

El elemento lineal triangular (fig. 3.5.1a) tiene lados rectos y nodos en cada
esquina. La ecuacion de interpolacion para .una cantidad escalar es :

d')'—l‘ LT Bl X oL W (351)
El cual es un polinomie fineal “"completo ‘va _que'-€ste ‘contiene un término
constante y todos™los posibles«térmiros- lineales, normalmente, x ey, Como resultado,
el elemento triangular puede tomar cualquier orientacion .y satisfacer los
requerimientos de-continuidad,envolviendo-elementos—adyagentes:

'El elemento rectangulaf bijineal (fig. 3.5.1b) tiene 14dos | fectos/ y nodos en cada

esquina. La ecuacion de [interpolacion para una cantidad escalar es.

@; ot Folg K HOl3 - Oy XY (3.5.2)
Esta ecuacion contiene selo ‘vno de tres posibles térmimos de segundo orden, , XY
El rectangulo no puede, tener una orientacion' arbitraria“ya: que|los términos Xy Y
no estan presentes, Los | lados del rectangulo ~deben | permanecer paralelos al sistema
coordenado x-y. ‘

(a) (b)

Figura 3.5.1. Elelemento triangular lineal v el elemento rectangular bilineal.

3.5.1.- ELEMENTO TRIANGULAR:

El elemento lineal triangular mostrado en la figura 3.5.2) tiene lados rectos y
tres nodos, uno en cada esquina, una nomenclatura uniforme de los nudos es un
requisito. Los valores nodales de ¢ son ®;, ®; y @y, considerando las coordenadas
(XiaYi)a (Xjan)e ¥ (XkaYk)-
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De lo anterior se tendrian las condiciones nodales:

b =D, en =X, V=Y,
d} = (Dj, en X:Xj 5 y=Yj (353)
b=, en x=Xi, yYi

y el polinomio de interpolacion para. el elemento triangular :
b=t xtosy (3.5.4)

|I' ‘ l':-" : ”il
“,‘ F 2): - T

r":-:':"' . ', al ,"'.“.
Sustituyendo ,-‘]@'41 condici de frontera .(3°5. lleva al sistema de
ecuaciones. . S |
e
% .
“~.k = . (3.5.5)
'E.‘- o =
= Oll+0lz A0 Y
resolviendo tenemos: <) \\ W } =
o= ZA[(X Y, <X Y)cb (x Y- XY, )0, +(X Y, - XY, Jo, |
o= ﬁ[(YJ Y ), + (Y, - v ), (¥, - v )0,
1
as= oo[(x - X))o, + (X - X, )0, +(x, - X o, |
1 X, Y,
donde el determinante : 1 X, Y;|=2A (3.5.6)
1 X, Y,

siendo A el area del triangulo .
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Sustituyendo para o, 0,y azen (3.5.4) y rearreglando, produce una ecuacion para ¢
en términos de las tres funciones de interpolacion y @; @;, @y que es:

¢:Ni(Di + N_,(DJ A qu)k (357)
1
Donde: N.=—Ila. +bx+c, (3.5.8)
=B tbxrey]
(3.5.9)
(3.5.10)
y .- :I ¥
3= X)Y,
Gy %Y.
":_T' ’Xi
I'|II'|
La cantidad escalll'i'zrdr s Felaci I . 2 r ul;i:"'grupo de funciones
de interpolacion '.jque 5 @g eV, est mifica que los gradientes
A ! - | T i
Pxy T son constal :
|
|
I (3.5.11)
\-.I::,I\‘I
o)
pero: .q_.
por lo tanto: (3.5.12)

lw{:\r '“;:I"""'J-'.:-‘,h l,“"'f |" FJI" i

Ya que b, b, y b, son constantes (éstos'son’ fijados una vez que las coordenadas
nodales son especificadas) y @;, ®; y ¥ son independientes de las coordenadas
espaciales, las derivadas tienen un valor constante. Un gradiente constante dentro de
cualquier elemento significa que muchos pequefios elementos tienen que ser usados

para aproximar precisamente un cambio rapido.

3.5.2.- ELEMENTO RECTANGULAR:

El elemento bilineal rectangular tiene una longitud de 2by una altura de 2a.
Los nodos son etiquetados 7, j, kK y m con el nodo i siempre en la esquina
inferior izquierda. El elemento vy el sistema de coordenadas son mostrados en la
figura 3.5.3).
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Las ecuaciones de interpolacion (3.5.2) son escritas en términos de coordenadas locales
s y t, hay al menos tres opciones con:

o=oy taystazt + oy st (3.5.13)
Siendo ésta la mas util, las otras elecciones reemplazaran el término st por s” o . La
ecuacion (3.5.13) es usada ya que ¢ es lineal en s a lo largo de cualquier linea de
constante / y lineal en 7 alo largo de cualquier linea de constante s, por estas
propiedades, el elemento es frecuentemente llamado bilineal. La ecuacion (3.5.13) es
escrita relativa a un sistema de coordenadas locales, cuyo origen es en el nodo i
ya que la funcion de forma es facilmente evaluada en este marco de referencia.
Otro popular sistema de coordenadas es el g7, el cual tiene su origen localizado en
el centro del elemento (fig. 3.5.3). Los .coeficientes - a, o, o3, v o en (3.5.13) son
obtenidos usando los ' valores -noddles de ¢ y/las coordenadas nodales (en el sistema s7)
para generar cuatfo eeuaciones

Estas ecuaciofies son. @y =—ofi7
(Dj = @y (Zb) (05
Do (2b) o @a)ye(Hab) el (3.5.14)

D

Resolviendo tenemos :

sttt o= @

: o =020 (D)

Gy =1/28 (D D;) (3.5.15)
oy =1/4ab(D- D; + Dy - D)

Sustituyendo | de .(355.15) en (3.513) y
marrg;g’lagado nos da_

O=N;®; + N;®@; + Ny @i+ Npy @y
(3.5.16)
Donde=

22D
2b 2a

S t st t S
st Sl S e ) s
iT2b\ 2a ™ 4ab =~ 2a\  2b BGALN

Las funciones de interpolacion para el elemento rectangular bilineal tienen
propiedades similares a las que poseé el elemento triangular, cada funcion de
interpolacion varia linealmente a lo largo de los bordes entre su nodo y los dos
nodos adyacentes, por ejemplo, N; varia linealmente a lo largo de los lados ij y mi, cada
funcion de interpolacion es también cero a lo largo de los lados donde su nodo no
toca, por ejemplo, N; es cero a lo largo de los lados jk y km. La variacion lineal de
da lo largo de un borde del elemento rectangular y un borde del elemento triangular
significa que estos dos elementos son compatibles y pueden ser adyacentes uno
con oftro.
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3.6.- DIFERENTES SISTEMAS DE COORDENADAS.

Todas las soluciones de elemento finito requieren la evaluacion de integrales,
algunas de estas son facilmente evaluadas mientras que otras son muy dificiles y
muchas son imposibles de evaluar analiticamente, por lo que se requiere emplear técnicas
numéricas. Las dificultades asociadas con la evaluacion de una integral puede
frecuentemente ser disminuida cambiando las variables de integracion, esto nos lleva a
escribir la integral en un nuevo sistema de coordenadas.

3.6.1.- SISTEMAS DE COORDENADAS LOCALES:
Considerando las ﬁmcmnes llr}eales de m;el;polacmn de Lagrange

r"'r'.-* Tf
.;‘ - 7

-\-"g ) - 1‘-_"‘-"-h.“l-hf!'_,'-'hl: ".'l"'r-— 4:-'4_‘ .L":" y
S — |T ""';'ﬁ. '.,. - . o b Ly -_. pa L= S .‘: ,'Ji:-'“lﬂ
—7— T P _' TXF R (3.6.1)

Fig.3.6.1)

\ =y
que son para elem';ntm €n_los -cuales el origen del ster
la izquierda del nodo i (6 1.},;9&'%&& son ecuaciones generales validas para todos los
elementos lineales '$in 1ar_su|'l®ahzqalon La des aja de estas funciones de

interpolacion, mo 1'ad'L= “es cuando_ e\@naml * inﬁegrales envolviendo
productos de ﬁ,mq‘?on

dl?‘—c:i“dﬂ't ég@qﬁ |

-
s
-

iy

4 (y)dx (3.6.2)

lec:cl1 namos un sistema de
1 .de coo adas locales los

La integracion en (ﬁ 6.2
coordenadas adeér&mdo

tienen el origen localiZ@do en : del elf:thento (fig.3.6.2).
La funcion de mterpolaclqn para un"“sxstema-de f ord a};-" localizado en el nudo i es
obtenido de (3.6.1) reempi@dbhx por.X = X; +s;; dog 0<s<L.Esta sustitucion

L o produce : '—
e -
= X:—X Xo—\¥K;T8 S
—_— X N.(s) = 3 _ i i L
s y (3.6.3)
X=X, X,+$-X; §
N.(s)= O k) =
fo i) i) L k. L
T q
T e A Note que cada funcion de forma es igual a uno en

su propio nodo y cero en los otros nodosy la
SN suma de las dos funciones da uno como en (3.6.1).

fig.3.6.2) Sistema local de coordenadas
para elementos unidimensional.
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Las funciones de interpolacion para un sistema coordenado localizado en el centro del
elemento es obtenida de (3.6.1) reemplazando x por x=x;+ (L/Z) +q, esta funcion de

. ey L 1.4 q)
interpolacion es : Ni(q) = > L y N.(g@)={=——-— (3.6.4)
donde -L/2 <q<L/2.

3.6.2.- SISTEMA DE COORDENADAS NATURALES:

El sistema de coordenadas locales s y q puede ser

| Vg convertndo a un snstema de coordenadas naturales. Un
. ] Jl?.:;-%— " erpa de*ce‘ordetlg rales es un sistema local que
- Wy te la espetplﬁmjd_e n-punto dentro del elemento
Y ;-f”_ ___%@'::: ero -agiien nal, cuya magnitud absoluta
B |:=-x r - ~nunea- €3 Y Ja Cqmiem on la coordenada q
p— l'; “é%"' en la ﬁg 33’&) yforma.la rﬁac%p g/(L/2=2q/L=E. La
""-%-: lenada é aII e =, +1 ig 3.6.3a). La funcién
(a) 1 . ade escrita en términos
| el reemplazando-q | . F;L/Z, La nueva funcion de
{1 |
o\ | et
—F | 4 bt Mﬁ)'ﬁ(r.@w I NE)=(1+2)2 (3.6.5)
& - . AT ST '-*. ‘ Il

Tl ) On_ﬁ'ziyéﬁtﬂe istema ordeénadas naturales consiste
\ B 46 longtts e reici i

reldciones, fig.3.6.3b), si s

all‘.ll ] r {

S =} es ,}&-dlstan a . desde doli,—~entonces ¢ y & son

o 'I [ o= - ¢ | ..'

b)\&r eéﬁﬁgé las: s I{;;,
Fig.3.6.3. Sistema “de ) = / d
coordenadas naturales para - % & . _S
elementos umdlmenswnalés - H"*ﬂ-— e Y €2= T (3.6.6)

Y ;_} Y fa;f’ =
:'r'

Este par de coordenadas no soi‘r‘ uld/ pendaeni/e; ya que: 6H+e=1 (3.6.7)

La mas importante caracteristica de (3.6.6) y (3.6.7) es que 4 y & son idénticas a las
funciones de interpolacion definidas por (3.6.3).

COORDENADAS DE AREA.

Un sistema natural de coordenadas para el elemento triangular es obtenido definiendo tres
relaciones de longitud L;, L, vy L; mostrados en la fig.3.6.4a). Cada coordenada es
la relacion de la distancia perpendicular desde un lado s, a la altura h, del mismo
lado, esto es ilustrado enla fig.3.6.4b). Cada coordenada es una longitud que varia
entre cero y uno. Las lineas de constante L, son mostradas en la fig 3.6.4¢c). Cada
una de estas lineas es paralela al lado del cual L, es medido.
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L b

Afea ya que sus valores son
¢a del triangulo completo.

B wSidere un”punto B como se
' muestra?BQf ﬁg.g.G.S). El area

o a del~friangulo esta dada

W/ ad K-
|I|.|, III 2 s
: < :l'ill ' lindml el area del triangulo
\ /’j _|l 13 o (B,jk)es:
| | Al = % (3.68)
If

{.fia relacion  A/A
lI

4 |
Figura 3.6.5,( ANGS !
co ondi X;—?;——Ll (.369)

La coordenada de\&r\ea L1 =

e T ‘. e
) A, ()
i'ri;x \"':',_x_i_l_l-z-f R 7 U

(3.6.10)
s |
I, e 3.6.11
s By ( )
ya que ArtAstAs=A, , Li+Ly+Ls=1 " (3.6.12)

Una ecuacion relacionando las tres coordenadas era de esperarse, ya que las coordenadas
no son independientes. La localizacion de un punto, puede ser especificado usando
dos de las coordenadas. Podemos determinar el area A; mediante un determinante de
tercer orden:

X

A =

Ni'—'

1
l
1

e

X;
X
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A, = %[(Xij ~X,Y,)+ (Y, - Y )x+(X, - X,)y] (3.6.13)

Donde “x”y “y” son las coordenadas de B en la fig.3.6.5), sustituyendo (3.6.13)
en (3.6.9) resulta

1
L, = K[(XJ.Y,‘ - X Y)+(Y, - Y x+(X, -X,)y] = N (3.6.14)
La ecuacion (3.6.14) es idéntica a(3.5.8) .
L1 =N; (3.6.15)
Un analisis similar para L, yL muestra que
] L2='-I\'LJr A Y-~ LxFNk (3.6.16)

eTementos 'lm lares son rdentlcas a las

la misma manm se p‘;ﬁdﬂl i ':

entremos en $u 6 ghcion.
=

3.6.3. [NTEGRA

Ill
- II -
Las funciones de i
L » - - 1
atiles sélo si se realizz

cambio de variable

6.6)';,' (3.6.15) y (3.6.16) son
gracion. La formula para el

a:, (3.6.17)
(p)-2 / \lgson relacionando x y
clativa a | __plstemas coordenados

e ..'I:L(s)ds . G613

Donde h(s) es fi(x) escnta en '“’termmos- &€'s. Los limites de integracion fueron
obtenidos sustituyendo X; y X; por X en x =x; +s y resolviendo para s.
Para la coordenada q, donde x =x; +L/2 +q.

i £5) dXi+L/2+ i
J.:i.] f(X)dx = Iql r(q) ( dq q) dq = I_LL“Z r(q)dq (3619)

Donde r(q) es f(x) escrita en términos de q.
En coordenadas naturales el cambio de variables en la integral produce:

EL/2)

Lpnm
w L=3lzo€ (620

]‘H r(q)dq = f H— =

Donde g(£) es r(q) escrita en términos de &
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La ventaja de la variable coordenada £ son el-1 y +1 como limites de integracion.
La mayoria de los programas de computadora usan técnicas de integracion numerica
para evaluar los elemento matriciales. Un método de integracion numerica usado en
programas de elemento finito es el método Gauss-Legendre, el cual tiene los puntos
de muestreo y coeficientes de ponderacion definidos en el intervalo de -1, +1, la
utilidad de estas coordenadas esta asociada con la evaluacion de las integrales del
tipo de:

[SHOIHO (3.621)

Las cuales envuelven el producto de funciones de interpolacion. Las coordenadas de
relacion de longitud resultqnen una formyla_, ,slmple para evaluar una integral similar

Ni(s)y= &, s=L&, y
(3.6.22)

La integral en g{-@iﬁ “escrita saq&ig,.(B 6.7) como:

Hl“ﬂ!ﬂlﬂ : (3.6.23)

'\
La integral (3.6. 2'3) noS FEet

al cual e$ta definida como:

'.ll, (3.6.24)
|

Dondel'(n+1) n‘, es la funcion g
Asi d‘||

l'll

W U (3.6.25)
La ecuacion (3 ‘Ei) es'u a und\gmtegral complicada,
puede ser evaluada usz envuelve. “56lo longitud del
elemento. Veamos ahox;a el efectol n es utiljz'éxndo la transformacion
de coordenadas. La utlhdad de "(‘3. 0. 18)"y iene a;ser importante cuando son
evaluadas integrales tales cqu-t ?-;"f"'l’ = ‘j}’

e % o ot

“'x o Fr
ik FINTA 4om LS
9 N dx

Usando la variable coordenada s, nosotros obtenemos:

I:’ N; (x)dx = IOL.Nf(s)ds= LL(i—ijzds:

Usando la coordenada q, nosotros obtenemos:

[ wooos= [ Naw=[[ -7 =

La evaluacion de un par de integrales ilustra la utilidad de (3.6.25). Comenzando con :

j':_fo(x)dx = [N s)ds
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210! L
. Ni(s)ds=L| £;£3df, =L———=—
nos da : j. i (s)ds I t (2+0+1)! 3
3 L
jemplo es : N;(s)Nj(s)ds=L| £1£5dl, =L ——— =~
otro ejemplo es J, NN )ds f G+1+1)! 20

Los sistemas de coordenadas, funciones de interpolacion y limites de integracion para los
elementos unidimensionales._son sumanzaﬁc@ en la tabla (3 6.1).

Tipo de sistema amaagy P.imites de
o g
Local II / 0, L
Local _L L
Natural -21 . 12
Natural i 0 1

N
Tabla 3.6.1) Slstema‘T'ldc

s elementos unidimensionales.
1 1

a es la €xistencia de una

Las ventajas déwqfsar el sist
de igte’grales de area, esta
i

ecuacion de integracion qu
ecuacion integral es relacionada

"‘l'-, -a byrye . f
15;_ a LAk %d? ﬁ%?!m (3.626)

El usode (3.6.26) puede ser ilustrado para la evaluacion del producto dela funcion
de interpolacion J' N,(x,y)N (x,y) dA (3.6.27)
A

sobre el area del triangulo, el area es:

1ot 2A A
! ~ = 1 1 0 :-—————-ZA:_—:_._
IN.N, a !L‘LZL3dA (1+1+0+2)! 4 12

Las coordenadas de area L,y L, pueden ser sustituidas por Niy Nj, respectivamente,
ya que Ny no esta en el producto, L; es incluida por el factorial cero, cero

factorial es definido como uno.
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La incorporacién de condiciones de frontera o superficies de carga dentro de un analisis
de elemento finito requiere la evaluacion
de una integral a lo largo de los bordes
de un elemento. Esta integral es facil de
evaluar una vez que se sabe como se
comportan en los bordes las coordenadas
de area. Considere un punto B en el
lado ij (fig. 3.6.6), la coordenada L; es
cero v L; es la relacion del area
. .sombreada por el area total. Definidas las

N coordeng&@ﬂ ables s, las cuales son

= ‘ ' ij. y medidas desde el

=G ,Q_mgdg.ow “Siel punto .de coordenada B

Figura 3.6.6) Las cpToﬁ nadas de dred- para ufi €sS, y la fongitud- de,ll. lado es b, entonces:

,-il‘

punto en la frontera.\dedjgntiannﬂo | -\4_ i

(3.6.28)

el area coordenada L;e (3.6.29)

0r: uﬁlfdmensmnaies Ni(s)

l'|'
El area coordenada ng
atul alelk unidimensionales ¢

y Ni(s) definidas por (
y 6. definidas qu' ( .6.6‘} s

W
"\

xq\ ‘i«
L.— fn - ) ' (3.6.30)
las relaciones para los otros dos 15&0&
Li=t: Y Ndgfi\us Mo * 5k (3.6.31)
Lty y Li=¢; lado k- (3.6.32)

La importancia de las relaciones (3.6.30), (3.6.31) y (3.6.32) es que cualquier integral
en la frontera de un elemento triangular puede ser reemplazada por una integral lineal
escritaen términosde s o ¢, tal que:

[ (L. L, L)dr = [ g(s)ds= L[ ht, )d, (3.6.33)

y evaluada usando la formula (3.6.25). Las frontera de un elemento bidimensional es
denotado por I
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Las ecuaciones de transformacion entre los sistemas ¢gr y s¢ para el elemento
rectangular son :
ssbtq y t=atr

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en (3.5.17) tenemos las funciones de
interpolacion en términos de ¢ y r para el elemento rectangular.

ST R0 (5

e e
o ﬂéﬁ'@gs éntennrmente 5 ..-:?qtiles ya que estas
iconyertir al rectangulo en
: st:ene las mismas ventajas
observadas en el elem ue es ,mas conveniente para
ambas integradj‘pnes 1casg%mmencas : oordenadas naturales para
los elementos |rectz es_z'b_mostrado —eﬁ la |fig:3:6.7) n'este es localizado en el
centro del elemento -oordena # §bn las relgci : 'longltudes

| = F =7 ¥

| n= rf (3.6.34)
donde qy r{ "

, es;'de forma (3.6.35) son
El“,ff resultado es:

(3.6.35")

Es claro que el rango de. @ '::h méaximo y nu?:ﬁo' ﬁ.}ho esto es:

-1<E<1l Ty u fl<n_saf’
r|
n=1
| |
. |
g=-1 | .5
i .‘ i Figura 3.6.7) Un sistema natural
| de coordenadas para el elemento
=1 rectangular.
|
|
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3.7.- ECUACION CONTINUA DE INTERPOLACION O APROXIMACION.

Las ecuaciones de elemento para ¢ definidas por (3.5.7) o (3.5.16) pueden ser usadas
para cualquier elemento triangular o rectangular especificando los valores numericos de
i,j y k o1,j,kym. Cualquier nudo de un elemento puede ser nudo i. Utilizando
un asterisco para distinguir éste de los otros nudos. El nodo i del elemento rectangular
esta siempre en el origen del sistema de coordenadas st.

‘;.:".-llﬂ,.*‘.-"'rq —
odales ' del | elem H?}ra la malla de cuatro
_ 'ila'ifj g 32880

..llll — T‘. 5 ‘ -. = “-\‘-\. m
by 1 &1 "r-l_shll -
. 3

&
LI |

18
-F-q

7
7

emerto uno es :

—

| | Ng‘k‘rbz (3.7.1)
| |

* T|

Figura 3.7.1) Una maﬂ'%‘yde

entb no es consecutivo.
1d1mens1onales Las

cuatro elementos con sus| { 7) | una funcion en
nodos numerados. L}ll ndom
2b£Xh 23=¥.£1X5=X2-X1

~—
La ecuacion de mterpolac{‘qtg‘tmel elemento cr%’ e'§“*

o= N CD i N“’CD + NW o, (3.7.2)

La funcion de interpolacion en (3.7.2) es una funcion de coordenadas globalesy la
especificacion de i,jy k indica inmediatamente cual coordenada usar. Considere,
por ejemplo N{” usando (3.5.8) da:
1
N{=—(ai +b{7 +{%)
Donde:
H) _X X1 X7X: R br):Y_z-Y'; . C:”=X7-X3

vaquej=3 y k=7 El area, A, esdel elemento cuatro.
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CAPITULO 1V.

TRATAMIENTO DEL PROBLEMA DE TORSION POREL  METODO DE
ELEMENTO FINITO.

4.1.- ECUACIONES DE CAMPO BIDIMENSIONALES.

La implementacion del método de elemento finito puede desarrollarse siguiendo los
tres pasos siguientes:
1). I-fs,}f‘a "E pﬁopledadeg d‘e_jgt 20.1 ?fm del elemento.
~2) Eveluaiias mat,mshdh_efemcntg&.

A9 ResoNersipollomaz
I o - .u 4|
Hemos dlscutrﬂo :lés‘[a ' mohrﬁi'é#f en las secciones
anteriores y mu;stro !\!m EG?E REEE& de] las ma'mces de elemento
asociadas con la_ecuac A imensmna] de campo: Il
, " B Al /

(4.1.1)

La ecuacion (4.1 II) es ap
problemas de meCanica
Los coeficientes i'ﬁ‘?x, D

L‘?le a \#anb:% pf@T:Témrgs fisico

[y
I-e los cuales encontramos
UIdOSthT cia e~calm

supuesto, el de torsion.
blema caeficientes que definen
propiedades parp l*ll - hgplxulo sera encontrar
las ecuacmnes' , ,ﬂy la ‘éwgluamon de estas
ecuaciones par&"fes eleme ) ang eal lar bllmeﬁl

T e .:'-‘* J

4.1.1.- ECUACION D[F‘ERENcMLf PA_RA*—' LA {ORSION

La ecuacion diferencial para la torsion de secciones es

1
e

QD

K

IQ)

I

+20=0 (4.1.2)

b

10
G

=

Q)

Donde G es el modulo de cortante del material y 8 es el angulo de torsion. La
ecuacion (4.1.2) podemos relacionarla con (4.1.1) haciendo D=D,= /G, P=0 vy
Q=26. La variable ¢ es una funcion de esfuerzoy los esfuerzos cortantes dentro de
la flecha son relacionados alas derivadas de ¢ con respecto a x e y.
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4.1.2.- ECUACIONES INTEGRALES PARA LAS MATRICES DE
ELEMENTO.

Las ecuaciones de elemento finito seran obtenidas usando la formulacion Galerkin del
método de residuos ponderados. La evaluacion de la integral residual produce una
ecuacion de elemento que es aplicada de una manera recursiva para generar un sistema
de ecuaciones lineales. El objetivo inmediato es encontrar las ecuaciones integrales que
definen las matrices de elemento para el grupo de problemas asociados con la ecuacion
general (4.1.1).

La contribucion de elemento al sistema de ecuaciones estd dado por:

(e}, _r’:‘i- " \\:—_H|J L a2r
{R}ﬂ 265 ri:?:)m R (4.1.11)

A~ S TEme e e i
Donde [N] es ector rengl he; itiene. las funci ones. de/ rrﬁﬁﬁrpolacxon‘
Ya que la mn@ i : .y), no-tiene-derivada! e'drga tinuas entre los
elementos, los ||térming ‘ 4.1.11) 'deben de ser
reemplazados  por termi JI08 | terminos en segundas
derivadas de (4.1.11) pli€den sev_rt__reemplazadoas:/aphT la reg:;la de producto para
diferenciacion. Coﬂ'%ider : = == | f

@«

| |'|| 4.1.12)
I” l:'.
diferenciando nos MQa ll ).
|"I =
@ \® 4113
N
-\2
despejando [N]" ¢ y sustm&ndoléharél"‘ rimer nge (4.1.11) setiene:
O\ A~ 7
o ‘\-.1 % | L iy
-[.INT'D, C¢dA— U é({N] Zlda+[ D _“TN] @dA} (4.1.14)
A" ox 8 ox ox

La primera integral del segundo miembro de (4.1.14) puede ser reemplazada por
una integral al rededor de la frontera, usando el teorema de Green, por el cual
cualquier funcion F, de x e y [f(x, y)] de una integral doble puede reemplazarse por
una integral simple, recordando la siguiente formula :

H dx dy = J. F cosa ds
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cF B ;
H gdxdy—j F sina ds

la integral simple se evalua a lo largo de la frontera y @ es el angulo entre la normal vy el
eje de las x (Fig.2.3.4)).

Aplicando el teorema tenemos:

[, g([Nf %)dA = [ IN]" gcosedr (4.1.15)

-

normal/ y'Ies el -elemento de frontera. Sustituyendo
la relacion “final ‘para . el término en segundas
F Lol /<

v .il—.l.—l-...-_.l’.'"l <

Donde 6 es el an A
(4.1.15) en (4.1.14) no
derivadas : 2N
-~

r'.*";:

(4.1.17)

Ll o
hee /Nt (4.1.18)

La ecuacion (4.1.18) puede ser escrita en una forma final sustituyendo ¢ como la
relacion :

o=[Nlfo} (4.1.19)

sustituyendo tenemos
{R“’ }: —J; [N]* [Dx % cos@+D, ?; sen BJdl"
+[ [ (Dx ANI" N1, [, NI a[N]DdA o9} (4120

+(L PINT'[N]dA )0} - [ QINT dA
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la cual tiene la forma general
R} = {19} + {k@ H{o} - {£} (4.121)
donde
{I“"} = ——I [N]' (D,‘ g’icose +D, ,\ﬂ{senej dl’ (4.1.22)
r S, ¢ T oy
T T
(k)= | (D_‘ ANT" AN, AN] C“{N]J sk
5 &x o&x oy Oy (4.1.23)
A [ PN Ay
y < SR e .
Ir;;:.l;;ﬁl f - -""'-\. .. I'.V:'.‘é:._r_ ‘ﬂ )
W 1 LR (4.1.24
|i" l:‘-:—-?"! ‘:‘.__Erf;;,‘lll,'
'u|l,] ,l'|.'l
La variable ¢ en (ﬂ 1.23 i
'||'III . (4.125)
| S
ocurre, derivada del||las C ¥ tzisién es un problema
unico por que ¢ det?" se i¢ la se Ili(')n transversal, por
lo que este termino| Ee ai \
La primera inte; : en\ entﬁ;" definiendo :
|IIII|I ||
0 \©
& >4 (4.1.26)
y el vector gradientew'“- 4
- (8] o) 4.127)
T T
La traspuesta de [B] esta dada por : [B]T = F[_;_]Q[;jy]_} (4.1.28)

Siusamos (4.1.26), (4.1.27) y (4.1.28), tenemos que :

[ [BI'[DI[B] dA = |, [D‘ 6{;]T AN, T ag])dA (4.129)

X Y oy
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La matriz de rigidez es usualmente escrita como :

(&) | i Trar
[k©] =] [BI'[DI[B] dA + | PIN]"[N] dA (4.130)
y las integrales individuales son denotadas como [k‘;’]y [k‘lf’] donde :

[k‘“]=[k‘:§’]+[k‘.f’] (4.131)

4.1.3.- MATRICES DE ELEMENTO

1~ {f u"l e

ELEMENTOS TRIANGULARE ) S H'h“
Nuestro objetivo,” po'ré;_ A
elementos bldﬁienswpﬂe&_

donde ' '.

N; (a ﬂ}

y los coeﬁmentﬁs
para estos elemento

[ 1
k ‘Lﬁ'(ak +byx+c,y)

itulo lkres El vector gradiente

W 4
P ‘I‘II Il II:{:
(! (L)
& 7 (4133

2 F“:‘

Para (4.1.30) tenemos que la matriz [B] esta dada por (4.1.34) y [D] por (4.1.26)

Anstituto e IInogenierida

diniversipan Xeracrusarna

la que consiste enteramente de constantes, ya que bg, ¢p, B =1, j, k son constantes
y Dyy Dy son coeficientes de materiales. La primera integral de (4.1.30) por lo
tanto, es facilmente evaluada. Esta integral resulta:

k' |= ] BI'D][B]dA = [B] [D][B]], 0

[k,‘:’ ] -[B]'[D][B]A (4.135)
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Los productos matriciales produce :
b’ bbb, bb, c? Ge; €l
[kS’]=% bb; b1 bjby [+—Xice; o ce | (4136)
. b;b, b;b, bzk cic, ¢;c ci

La segunda integral de (4.1.30) envuelve las funciones de interpolacion. Si asumimos
que P es constante en el elemento. Esta integral es:

N,

[N N

@] f. 5 A ¥y e T A
= R = F ¥ B o,
g Mgw KISy, ¢
._,-i'".-.l. .”-_\I". ::-I' T___.;-‘ I-. LA | ) .I ‘:_-.L_,-t;_bk 'J:: )In'.. . "
'Ilr_. "‘-,1;“.’ l-.‘ - - - " u".f;lr".‘. ‘ﬂ
= &
'5::,.' = [ A ln'l:"
'."‘.' i
\ (4.137)
.IH :l
I| I
| |
[| luI
',"| |I|II
Ya que Ni=L,, Nj%élg,gr ! ando Ja formula (3.6.26)
al evaluar cada int a.l\ déice : L ;A I ~
l.'.-. ]n' ' :- n" W . I'-'{: IFI
x‘x. L‘ : _ 7 (4.1.38)

; -.\". = h ‘..._:__________._T:) :
La matriz de elemento b%ﬂ" élﬁ“"‘i:“f;lemgﬁtq tn;gfgfulhr—fl’; la suma de (4.1.36) y
(4.1.38). El vector de fuerza también envuelve las funciones de interpolacion, y la
evaluacion de (4.1.24) es bastante similar a la evaluacion de [k’], por lo que
tenemos :

N, L,
LQ[N]TdA:QL N, dA:QL L, bdA (4.1.39)
Nk Li-

Asumiendo que Q es constante en el elemento. Usando la ecuacion integral (3.6.26)
produce.

1
{f “”F% 1 (4.1.40)
1
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ELEMENTO RECTANGULAR :

La evaluacion de las matrices de elemento para el elemento rectangular, no es tan
rapida como las de la seccion previa, ya que cada coeficiente envuelve la integracion de
un polinomio sobre un area. Las integrales pueden ser evaluadas usando funciones de
interpolacion dadas por cualquiera de (3.5.17) o (3.6.35), aqui usaremos (3.5.17) por su
similitud entre el sistema coordenado st y xy. Las funciones de interpolacion en
(3.5.17) fueron desarrolladas relativas al sistema coordenado sz. Todas las integrales
estan definidas con relacion al sistema xy. En particular, la matriz de gradiente [B] tiene
coeficientes relacionados a las derivadas de las funciones de interpolacion con
respecto a “x” e “y" Lar aplicacion de . esta ecuacnon _para un elemento rectangular
deﬁmdo relativo al s' (s ,- 4 :# nqdo' st /puede : -_~. i mido como sigue. Ya que el

s/ parale S tidad de longntud en cualquiera

R uhigat S8 0nEs -"ei A"
:"‘m S Wl __1 - ﬂ

1?/

Igualdades 1m;?5|.3rtan S

(4.1.41)

i Tas_ Lé' regla dela cadena

nos da: A f
It'l 'I"
l'll I3 ﬁN'ﬁ
=— 4.1.42
I|| ||p ot ( )
|
Las funciones dé' inte ""'.
W _ 5
[\ 1a
A “\{5
& Y
La evaluacion de [l?‘\’] y {f z acla eranda una integral especifica en
cada caso. % T— = 4
H;
Las integrales mas faciles L‘N;'fsé cxad'gs con ﬁ"}“ cual es:
Ni
{fo)}=] aNr"da=["["Q N5 Litas (4.1.44)
A : b Jo N, o
N
considerando el tercer coeficiente tenemOS'
2b e2a 2b p2a
) N,dds=["[ —d ds j =1 —J' ids—ab—— (4.1.45)
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las otras tres integrales producen el mismo resultado :

1

o1 QA |l
{f()}:_4_ : (4.1.46)

1

La integral asociada con [k}’] es:

NN, NN, N.N_ |

(ky'1= "ldA @147
A

P

(4.1.48)

La evaluacion de [km vue
matriz de gradiente [B} .es:

(4.1.50)

Usando la relacion dada en (4.1.42) permite que [B] sea escrita en términos desy
t. La diferenciacion de las funciones de interpolacion resulta :

_1[-a-t) @a-t) t -t
[B]—4abL(2b—s) -s s (2b—s)} Kt
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El coeficiente en la primera fila y la primera columna de [k};’] esta disponible después
de la multiplicacion de [B]'[D][B]. este coeficiente es :

D 2 D\‘ 2
~ _(2a—-1t) + : 2b- 4.1.52
16a’b? 2=} 16a’b’ ( s) ( )

y la integral asociada es:

wea D 2 26 p22 D 4
-[0 .l'o 16ab> (Za—t) dtds"’fo L 16a;b2 (2b—8) dtds (4.1.53)

~F A RTTY — T,

- .-'..- W ; Frry - —h-\-‘q—ﬁx -
el cual integrando ré's?ft 1:'}‘7’ AL T e ﬁ"
..-a-""f '-._lé‘ {-“' Hs I A""'L g

o T DTS e 2N (4.1.54)
Q)% - == T NI
'.:\::_' J ; 3 1"\-.__,.-"';1';'

el resultado comple : I

La matriz de figidez

(4.1.49) y (4'.*3%3:?)‘ El

4.2.- APLICACION' DEL ~MiE DF

PROBLEMA 'DE--TORSION DE

- N A

Las matrices de elemento para ¢l elementos triangular lineal y rectangular bilineal

fueron evaluadas en la seccion anterior. En esta seccion se discute la aplicacion de esta

informacion, para obtener la solucion numérica de un problema real. Calcularemos
esfuerzos cortantes en un eje de acero rectangular sujeto a un momento torsionante.

Fnstiturto De IFIngenieria
dInNnioersinoan Perdacrilsarda

4.2.1.- TEORIA GENERAL.

—

Hay dos teorias para calcular los esfuerzos cortantes en una flecha solida prismatica
sujeta a torsion. St. Venant desarroll6 una teoria y L. Prandtl propuso la otra (capitulo 2).
En este capitulo utilizaremos la teoria de Prandtl. Las componentes de esfuerzo de
cortante en una barra prismaticas sujeta a un momento torsionante T sobre el eje Z
puede ser calculada usando (2.3.9), donde (x, y) es una funcion de esfuerzo, la ecuacion
diferencial que rige es (4.1.2) con D,=D,=1, P=0, Q=2GO y ¢ = 0 en la frontera.
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Los parametros fisicos en (4.1.2) son el modulo de cortante, G (N/cm?) y el angulo de
torsion por unidad de longitud, 6(rad/cm). La formulacion de Prandtl, no aplica el
momento torsionante T (N/cm), en las ecuaciones que rigen, en lugar de esto, T es
calculado usando:

T=2J’¢dA (42.1)

ya que ¢(x.y) es conocida.

_J’

Figura -@E‘-f') La
. = I .

a funcion eSﬁlel'ZQ representa una-tzwperﬁmaa que zub e-1aseccion transversal del eje
(fig.4.2.1). El momrzntc torsionantees p;opercrﬁnal :d mer! bajo la superficie,
mientras que el esfﬁprzo ’E'sil_‘-_relﬁdronado al,g de la superficie en las
direcciones coordengdas ._:{, [

£y, | | ||
ﬂ v - .1 f
OR ,ELEMENT
Al ‘! 4 | f

de’la seccmrh transversal es necesaria
para ser analizada. Los valoErE.que se o ocupan del. o de elasticidad al cortante
(G=8x(10°)N/.,") sera para utt:matenﬁl. de ,acero la,nﬁna&o— caliente, bajo contenido de

carbon y el angulo de torsion por unidad de long:tud (0 =.01%cm = .00017453 rad/cm).

.!..\

. i
Figura 4.2.2) Elenglen subdividido para la torsion de una barra cuadrada. La flecha es de
4x4 cm .G = 8(10%) N/em®.8 = 0.01 grados/cm= 0001745 rad /cm.
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Esta porcion de la seccion se divide en tres elementos (figura 4.2.2) aunque estos tres
elementos no son suficientes para - obtener una respuesta aproximada, si son suficientes
para ilustrar los calculos. Los calculos tienen tres digitos significativos de aproximacion.
Los niimeros de nudos por elemento son:

k | m | Los elementos 1 y 3 tienen la misma orientacion y las mismas
4 dimensiones; por lo tanto sus matrices son idénticas. Las matrices
5 | 4 | para el elemento triangular estan dadas por (4.1.36) y (4.1.40)
6 mientras que para el rectangular estan dadas por (4.1.46) y (4.1.55).
Las matrices para el elemento triangular son:

W W =

W b o~
IO S I

(4.22)

(4.2.4)

(4.2.5)

La ecuacion (4.2.4) incorpora el hecho de que el elemento dos es cuadrado, 2a=2b.
Ahora valuaremos (4.2.2) para los elementos 1 y 3. El area del elemento triangular es 1/2
y 4A'""=2. Los coeficientes b y ¢ son.:

b =Y,-Y,=-1
by =Y, ~Y, =1
B =% -¥,=0

, =X ,-X,=0
, eD=X -X, =-1
3 Cg)sz—Xlzl
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Sustituyendo estos valores en (4.2.2) :

1 =1 O 0 0 0

ool g g 0+%o | -d (4.2.6)

0 0 0 0 -1 1

Sumando las 2 partes de las matrices :

El vector de fuerza de & ne
calcula, sustltuy;gﬂg 10“5_# ;

R

|
ili:\“:: ‘-:?/
'nll\.

| '.‘
Sustituyendo 2G€)"f‘f|2792!

.y

Las matrices de elemento s

(4.2.7)

A =

Ai-&r: 10 ||1 5 | .RF‘.:;‘.‘IIZ‘
LiNIVERSTDRA G|
‘3=1;2_T£;n 423): f P .
=] kmsal —_ 1
{F‘S’}Tr » (4.2.8)
|
or {?.2.4)_ y el vector de

DS: '.f,."

698 "= (4.2.9)

pacion. El nimero de nodo indica

la fila y columna de [K]'Q( ’{__Ii_:}___a uales-se su ﬁ_rgﬂ_.lg_s\ coeficientes individuales.
W], P
= Ny e g =
1 -1 0 465| 1
wm]_ 1 i)
[ ]_5 -1 2 1|, {f@}={465l2 (4.2.10)
0 -1 1 465| 4
5 R 5 4
4 -1 -2 -1 698 2
1l-1 4 -1 -2 . 698 3
@l o L (fPg= 4211
[ ] bl—=2 -1 4 =1y { } 698 5 ( )
-1 -2 -1 4 698 4
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4 5 5
i 465) 4

[k“’]:% -1 2 -1, {5@)={4esis (42.12)
0 -1 1 465| 6

Adicionando las contribuciones de los ‘elementos usando el método directo de

rigidez resulta el smt;mﬁ%_de eis ecuat:w’nbs SIguleq];kQ
I"'.;; I|I"'. [ 1f II o : 3

(4.2.13)

I
l

cada uno es cero, por lo
as y el I,JSlstema modlﬁcado de

Los valores n(#ial
tanto, las ecuacion
ecuaciones es ".,*.l

resolviendo resulta

®,=3462 , ®,=2532 y ®,=1989

Gran parte de la solucién radica en la determinacion de los valores nodales, sin embargo,
usualmente existe un juego de cantidades de elemento que deben ser calculadas una vez
que los valores nodales son conocidos como las componentes del esfuerzo cortante y el
momento torsionante, la evaluacion de estas cantidades se discute a continuacion.
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COMPONENTES DE ESFUERZO CORTANTE.

Los gradientes de los parametros nodales ¢, son importantes ya que las componentes
de los esfuerzos cortantes estan relacionados a los gradientes por

g o e TR (42.14)

-

El vector gradiente para el ﬁemento n;langul?.r esta dado por (4.1.34) como :

‘ : 5 f
: (4.2.15)

Ja flf‘:lr "‘ﬂ
DT M’S]) como :

‘I' 1 l||
= |I| 4216)
{ev} rllia_b h, (
|I
El area asi como los e]Jrnentos triangulares

y ellos fueron evaluado

1051 valores calculados
para @; , encontramas los

es'.f

M [{
.I;:;:'.}.:!«' / h ."'I:
i"‘-|.|.-: 3 ;rl

m,{gv } o

% 4

e _\ 4
% 33""f\llcm‘%a { ,}éf é 930 N/em®
01> 1989
= 0 t=1
L O sy
0
D=0 y 12=1989 N/em’

Se calcularan las componentes de esfuerzo cortante en el elemento rectangular notando
que los valores del gradiente no son constantes dentro del elemento rectangular y que en
el nodo tres el valor de 1., es el mayor. Las coordenadas locales de los nodos son, para el
nodo dos: s=0, t=0, tres: s=2b, t=0, cinco: s=2b, t=2a , cuatro: s=0, t=2a y para el
elemento se tendra que 2a=2b=1.
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El vector gradiente para los nodos es :

CDZ
-1 1 0 0|j®
@i q 3 2)__543 ()= _ E
{gv } 100 1o Lh y T, =-2532N/cm
(D—l
@, |

werzos cortantés calculados anteriormente
son mostradesemla fig423) Los valores de
1erzo gorta para cada elemento triangular
““son constantes dentro del elemento y asumidos en
el centro del elemento. Hay al menos dos formas
de  mejorar los valores obtenidos de los
esfuerzos para este ejemplo, la primera puede ser
usando un gran numero de elementos, ya que el
tamaiio de los elementos decrece, la existencia de
un valor constante dentro de el elemento
resulta mas real. Un enfoque alternativo es el
uso de elementos con mas nudos y un polinomio

paca " Hckiur samegde de interpolacion cuadratico o cubico.
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EVALUACION DEL. MOMENTO TORSIONANTE :

Otras cantidades de interes en el analisis de torsion en un miembro es el
momento torsionante T definido en (4.2.1). Esta integral es equivalente a:

e iz Lm o 'dA (4.2.17)
e=1
d la integral
F ﬂ -L(:)d)(c)dA
..: - para el elemento tnangulaﬂ‘.s o Y
;' E" (4.2.18)
h "If"-.:
B
- -
- L (4.2.19)
VoW
g
oo T
: [ la contribucion de ¢ad NE6- E ol I“
M T 2((EKH ;= QQ.F’F‘(% fn-{34624¢’2’$ 989)=2661
?ﬂ T 2(( é’:w 4D, %fn,,ﬂ)wzzq: '..
u T @ o

&
n ﬁ Este momento '§etia e é:nsver Asi el momento
el - torsionante total efr-la barra«cuadrada es 8(558415) = 44676 N.cm. un momento de
- m 44676 N.cm produce u‘na torsion -de/1° h barra_.de acerode 100 cm de longitud.
- La aproximacion de este'. resxﬂtado”és—euesﬁemﬁ'r le, porla rosquedad dela malla. A
- r‘ lo cual respondimos con utﬁf,§9% del valor teorico, “de 502**‘7 N.cm. El valor calculado
; o del momento torsionante rara vez*cofrespoide al aplicado ya que tenemos que
. 5 suponer el angulo de torsion 8. Los valores correctos de T4, Ty, y© son obtenidos
m Sl escalando los valores calculados por la relacion Tacuwa/Teacutaca. Por ejemplo, suponiendo
ﬁ : que el momento torsionante aplicado a la flecha en la figura 42.2) fue de 60000
m - N.cm. El angulo verdadero de torsion es:
T
- ﬁ bty = LG = (990 0]) = 0.0134 rad/em (4221)
Tcllcuhdn

Los valores de esfuerzo cortante son escalados en la misma forma. El valor mas
grande de T, para el momento torsionante actual aplicado es:

T 44676

cal

} = (T) Ty = [60000](2532) 3400 N/em’ (4.2.22)
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CAPITULO V.

PROGRAMA DE COMPUTO PARA RESOLVER PROBLEMAS

DE TORSION .

5.1- PROGRAMA DE CC)MPUTO.

El metodo de elemento finito envuelve por lo general un gran sistema de ecuaciones
lineales y tiene un pros,ec o-li _‘gm_edo si no'se dlsponedq ] %r;a computadora. Un programa
€

de computadora para ﬁés veppt blemas de toars es n.fortran es discutido en esta
seccion. El pr_(‘)grama céat ntes-de-dla-gn e s locahza errores, ademas esta
acompafiado/por._un pré@r_ﬁzaﬂ"de generalion de mialfa y-una subritina la cual grafica la
malla y los xﬁlorgs maxlmos de esﬁlerzo acfemas de generar, archl J de almacenamiento
de resultados) “uh a : iﬁ ol d“q e uﬂ::cad generar la malla
del problema pgra graf J

El programa de| co
ecuaciones diferﬁnci

ora TOR y sus sul}r’mmi
I@p_iespcbmo

L R e S|

€ Tverg problemas para

I (5.1

El programa p 1te “ana| -
rectangulares| bt,lmeales\ bos coeficients =% “¥ P O Pueden Eﬁenr entre elementos.
Las ecuaciones (4. 1.36) B 7

triangulares mientras (4.1 49) _ 4 A’ dos” para lo*s elementos rectangulares
Los vectores de fuerza, estan. dast por-(4:1: ﬁﬂf }Y.. (;45_L46) Los valores de gradiente
son calculados usando (4, 3,;_34)y~ (4 1. 5,1) y (2

‘_ s el

5.2.- DESCRIPCION DEL PROGRAMA ( TOR.EXE) .

El programa TOR EXE esta formado por un programa principal TOR y cuatro
subrutinas principales ELSTMF, MODIFY, DCMPBD, y SLVBD, asi como subrutinas
de generacion de malla MSH2DG, MSH2DR, CNCTVT, y subrutinas que grafican la
malla: GRAFICA, VENTANA, MALLA. Los datos de entrada para TOR vy
MODIFY se describen en el apéndice A. Los valores numéricos de IN y [0 estan
definidos al comienzo de cada programa y pueden ser cambiados. Este programa
almacena los coeficientes de {®},{F} y {K} en un vector {A} denotado por A( ) en el
programa. El almacenado vectorial elimina la necesidad para cambiar la dimension
de [K] cada vez que un nuevo problema es resuelto.
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El concepto de almacenaje puede ser ilustrado usando el sistema de ecuaciones:

(3 =3 0 0 0 0} ‘o, 175
310 -1 -4 -2 of |o] [436
0 -1 4 2 -1 ol o] |22 (5.4)
0 4 2 10 4 o o, el
0 -2 -1 <4 10 -3| |o,| |36
0 0 0 0 -3 3)l|o) |175]

El almacenaje convencional de este sistema puede requerir 48 espacios de memoria, 36
para [K] y 6 para {®} y {F} El sistema tlene un ancho de banda de cuatro y e

simétrico, por lo tanto, 'i%‘ de’ esafos ,c?zeﬁcg e [K] son necesarios para
obtener una solucio i ac@ados en el arreglo

rectangular: o H
|”.;!:‘-""'. . iy ..":-..- ™ ‘l
‘T I;\.T:':l_':' .‘R"\. {,‘_ @.‘
\ i 55
\ ) (5.5)
h M
/

|

|
Donde las x indican
diagonal principal ||IHe
principal, etc. Cuando
localizados en la parte
aparecen en (5.4) 67(5.5) s -.
La UblC&CiOl’l dei@ﬂmer u

al arriba de la diagonal
alorgs nodales {® } son
T?;s matriz [K] que
nal en lafig.5.1).
es calculado dentro del
problemas en particular. Todos
{ son ‘hechos dentro de {A}.

Los lados tienen que mwera . manejo de datos. Esta

numeracion es mostrada ern {{aﬁ,@i\@‘) rae.

= {(D, D,.D,,D,,D,,D,.] 75,436,262,61 1,436,175.3,10,410,1 0,3,-3,*1,—2,—4,—3,0,—4,1,0,0,—2,0}
Fig.5.1) Almacenaje del sistema de ecuaciones en el vector A.

i y | ¥ Lado3

k m k
Lado 3 \
|
. ' Ladod | Lado
| ] | ! ‘
s Lado 1 ‘ '
: il | §
| Lado 1
X | x

Figura 5.2) Procedimiento para denotar los lados de los elementos.
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5.2.1.- SUBRUTINAS .
ELSTMF. La Subrutina ELSTMF evalua la matriz de rigidez de elemento y el
vector de fuerza usando la ecuacion mencionada en la seccion previa. Las matrices de

elemento pueden ser impresas para permitir al usuario revisar los calculos a mano.

MODIFY. Esta incorpora los valores nodales especificos dentro del sistema de

~ ecuaciones usando el método de eliminacion de renglones y la subrutina, también es

usada para adherir puntos fuentes o valores directamente a {F}.

DCMPBD. Esta descompone la, ma.tpz g_lobal de ngndez (K] en una forma

triangular superior L;fﬁ;dd_’.e
que [K] es snmatnca- 56

almacenados. Los coef s-de {K]son- glmace _"en un' 'vegtor

"\-"A‘. i

|'

1 hmpa:rﬁro para DCMPBD.
F}, ¥' resuelve el snstema

SLVB
Esta subrutmq “des
de ecuaciones usandc
separado en dqs subru

sadas para resolver problemas

dependientes de'l| tiemp nge;qﬁaia,nuevo_.pas de tiempo requiere la descomposicion
de {F} pero noll qu_;—flﬁj-:'s__:arz*lbr i orma triangular superior.

I
SUBRU TINAS ' 'DE

MSH2DG"'La ASI naltas,para problemas con geometrias
comphcadas J;& asagn,lineas ¢ 1 e.cle os parﬁ.‘gpnerar los elementos,

los nodos en los elémentos

&,
LY

MSH2DR. Esta Wmm%\genera mallas p /pgipraljigmas con geometrias simples de
formas rectangulares . =

CNCTVT. Esta subrutina trabaja junto con MSH2DG, y se encarga de la
distribucion de los nodos en los elementos .

SUBRUTINAS QUE GRAFICAN LA MALLA :

GRAFICA. Es una subrutina principal que controla datos y a las demas subrutinas
de graficacion.

VENTANA. Esta Subrutina crea una ventana que delimita el area a graficar.

MALLA. Esta grafica la malla y en caso de que el problema cuente con menos de
10 elementos el numero de nodo .
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5.3.- SOLUCION DE PROBLEMAS CLASICOS DE TORSION CON AYUDA
DE PROGRAMA DE COMPUTADORA (TOR.EXE).

En esta seccion se resuelven algunos problemas clasicos de torsion con ayuda del
programa TOR EXE y se comparan con los valores teoricos. Los parametros usados son
los mismos ocupados en la seccion 4.2.2. Se presenta el listado del archivo de datos de
entrada y el de salida asi como un resumen al final de cada seccion.

simetria de la sl

solucion de estt\'igfpb/p'

elementos, 2 trigngulare

Jﬁh seccion; para la
la {)Fﬁryera malla es de 3
66 ngdos y 55 elementos
nodoa y 400 elementos
. s6lo/ que aqui se resuelve

os archivos para el primer
[{

triangulares, este ehemplc
con ayuda del program
elementoson: ||

Archivo de datosk‘ e t
SOLUCION A P P B
SECCION RECT.@EN
ELEMENTOS (TR

(1/8 AREA). g P s
S 3 I 9 1 1
| ‘| \:'

1. 1. 0. 2790 3 | i

4 E Y

s 5 -
@. 1. 2. 0. @8 i
. O. B, 1.0 4 2 :

@)

Ly 2 &0 1)
21 2 3. 54 ‘ ‘ ;
3145 ®©0 1 o & s o

2 3
O —  ————— —
3 \ J
0.
5 Fig. 5.3.1.1 ) Malla para la seccion rectangular con
g. 3 elementos v 6 nudos.
6
0.

0000000000000 00O00O0O0O
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Archivo de salida, primer ejemplo malla 1:

SOLUCION A PROB. DE TORSION. (11SR.DAT).
SECCION RECTANGULAR, 6 NODCS, 3 ELEMENTOS (TRIANG. Y RECTANG.).

(1/8 AREA).
NP = 3
NE = 3
ITYP = 1
IPIVL = 1
MESH = 0

COEFICIENTES DE ECUACIONES

MATERIAL
SET DX DY P 0]
1 .10000E+01 .10000E+01 .00000E+00 .27900E+04
COORDENAD. ~NODALE
NODO g !
1 .-“ll.. U ] o,
2 "‘“__
. -
2 R )
[ é}'}\ﬁr N .ﬂ&; ‘ﬁ]
I| L II
Dy S DE f!
l|I|| NEL ! f.
Illl 1 IllllI
I|l| 2 i

3
EL CHO

ELEMANTO

B+ .50000E+00
P
II L

VECTQR DE WMBRZE™ ' 5 L prGipez |
.4¢500E . JS0000E+00 BobgE+0D  .00000E+00
. 4H500E f0s . 9 %ﬁ -~ .50000E+00

E+00 -.16667E+00
—.gﬁ 67E+00 -.33333E+00
766667E+00 -.16667E+00
ﬁ#i16667E+00 .66667E+00

. 69751
.69750E+03
. 697508403

ELEMENTO '3/ = f’rfﬂ_j}ff
VECTOR DE Fﬂégz;%kﬁﬁx ffhaxgégﬁﬁgggééi EZ

.46500E+03 "o (.500808400 -.50000E+00 .0000QE+00
.46500E+03 -.50000E+00  .10000E+01 -.50000E+00

.46500E+03 .00000E+00 -.50000E+00 .50000E+00

VALORES NODALES CONCCIDOS DE PHI
3 .00000E+00
5 .00000E+00
6 .00000E+00

CANTIDADES CALCULADAS
VALORES NODALES DE PHI

1 .34617E+04 2 .25317E+04 3 -00000E+00
- .19892E+04 5 .00000E+00 6 .00000E+00
ELEMENTO POSICION TAU (ZX) TAU (ZY)
1 CENTRO -.54250E+03 -93000E+03
2 NoDO 2 -.54250E+03 .25317E+04
CENTRO -.27125E+03 .22604E+04
NODO 5 .00000E+00 .19892E+04
3 CENTRO -00000E+00 - 19892E+04

Provecto be Migitalizsacion be Tewis
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VOL.BAJO(PHI) PARA LA SECCION= .55843E+04
ELEMENTC TAU(ZY)MAX ELEMENTO  TAU(ZX)MAX VOL (PHI)
2 .2532E+04 1 -.5425E+03 .5584E+04

Archivo de datos de entrada, primer ejemplo, malla 2:
SOLUCION A PROB. DE TORSION , (12SR.DAT).

SECCION RECTANGULAR 66 NUDOS, 55 ELEMENTOS(RECTANG. Y TRIANG).

(1/8 AREA).
66 55 1 B 1. @ 0
b L 0 2790
O 2004
2 A
.4

0. 0.
2 .2
4 .4
£ .6
B 8
1. 1.
1.9 ' 1.2
1.4 1.4
1:6 .6
1.8 1.8 66
2. 59 o5
3 T 1 53] (39)
2 1 2 (s2) &
3 1 3 60
4 1 4 49
- o
¥4 7 a0 21 -
8 1 8 45
9 1 8 k
(34
101 10 138
it. 3 - 0@ =
12 1 = 1% ’ 9
13 1 14 15 24 23 125 21
14 1 15 16 25 24 A 10) \\\
151 16 17 26 25
29 1 32 33 40 39 12 3 45678910 ///
30 1 33 34 41 40 20
25 1 27 28 36 35 i
26 1 28 29 37 36 Fig. 5.3.1.2) Malla de 66 nudos y 55 elementos.
27 1 29 30 38 37 '
281 31 32 39 0
40 1 44 45 51 50
41 1 46 47 52 0
42 1 47 48 53 52
43 1 48 49 54 53
44 1 49 50 55 54
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45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
31
32
33
34
35
36
37
38
39
16
17
18
19
20
21
22
23
24
0
11
56

T T S B e e e e et e e el ol el

Uesis oe Hlaestria
31

POL VY 5P WY AP W W/ 5

SOLUCION A PROB, D TQRSION w’.i‘
SECCION RECTANGULAm ﬁw\s, 55 ELEME F}'TANG ¥ TRIANG).
‘-_; :

(1/8 AREA) .

NP
NE
ETYP

IPLVL
MESH

NODO
9}

10
=1l
20

MATERIAL

55
= 1
= 0
= 0
COEFICIENTES DE ECUACIONES
DX DY B (@)
.10000E+01 .10000E+01 .00000E+0Q0 .27900E+04
COORDENADAS NODALES
X Y
.00000E+00 .00000E+00
.18000E+01 .00000E+00
.20000E+01 .00000E+00
.18000E+01 .20000E+00
.20000E+01 .20000E+00

21
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22 .40000E+00 .40000E+00
52 .12000E+01 .12000E+01
53 .14000E+01 .12000E+01
57 .14000E+01 .14000E+01
58 .16000E+01 .14000E+01
66 .20000E+01 .20000E+01

DATOS DE LOS ELEMENTOS

NEL NMTL NUMERO NODO
i | 1 2
10 1 1 O i
45 i i 50 51
46 1 52 53
55 o 1 64 6&
EL ANCHO DE BAN 12 =N E

ELEMENTO TAU(

VOL. BAJO(P

10 «+3502E

.. . 00000E+00
“n000005+oo

Q00E+00

.31818E+04
.32423E+04

.14473E+04
.00000E+Q0

TAW(ZY)
86003E+03
502PDE+04

[ 24944E+04
34784E: ‘04
.2878

.27§§f5+04
.25718E+04

VOL (PHI)
.624%E+04 -

Archivo de datos de entrada, primer ejemplo, malla 3 :
SOLUCION A PROB. DE TORSION, (16SR.DAT)

SECCION RECTANGULAR,
(1/8 AREA)

231 NUDOS,

400 ELEMENTOS (TRIANG. )

231 400 1 0 1 0 2

1. %. @, 20780,

0 3

400 231

21

1 21 1 0.0 0.0 2.0 0.0 10
22 41 1 0.1 0.1 2.0 0.1 10
42 &0 1 0.2 0.2 2.0 0.2 10
61 78 i} 0.3 0.3 2 2 0.3 10
79, 95 1 0.4 0.4 2.0 0.4 10
96 131 1 0.5 0.5 2.0 0.5 10
112 126 1 0.6 0.6 2.0 0.6 10

Bespounsable FF1. T,
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127 140
141 153
154 165
166 176
177 186
187 195
196 203
204 210
211 216
217 221
222 225
226 228
229 230
231 232
35

1, 28
21 39
40 58
59 76
77 94
95 14k
112 128
129 144
145 160
161 175
176 190
191 204
205 218
219 231
232 244
245 256
257 268
262 279
280 290
291 300
301 310
311 318
320 328
329 336
337 344
345 351
352 358
359 364
365 370
371 375
376 380
381 384
385 388
389 391
392 394
395 396
397 398
389 399
400 400
0

21 0. 41 0. 60 0. 78 0. 95 0. 111 0. 126 0. 140 0. 153 0. 165 0.176 0.

186 0. 195 0. 203 0. 210 0. 216 0. 221 0. 225 0. 228 0. 230 0. 231 0.
0

000000CODO0O0O0OO0OOOCOOOOD

OW M~ WU W= OWm
)
{=]

.
. . .
COWOI0WUd WMl OWD -

T el e el o ol o
NFRFRRERPHERRPRRPRREHERBOOO
OWm-10 Wl H O W~
SRS SN SRR N SIS RIS R VI S
O 0000000000000
PFRERERRPRRFEPRRSOOOC

.

Jﬁ)k‘h‘h‘h‘HiJ HeEROOO

i

P W W

\%- 9 -
196 1%«.fﬁ i

‘3.1.3) Malla 3, de 231 nudos y 400 elementos.
197 205 204

204 205 211
205 212 211
200 212 217
212 218 217
217 218 222
218 223 222
222 223 226
223 227 226
226 227 229
227 230 229
229 230 231

F = I B o e o el el ol ol sl e =
Tl oo

P = i e e e S e R e e e el i et el e el S el el el

WwWwwwwwwwwwwwwwwww
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Resumen de archivo de salida, primer ejemplo, malla 3 :
SOLUCION A PROB. DE TORSION, (16SR.DAT)
SECCION RECTANGULAR, 231 NUDOS, 400 ELEMENTOS (TRIANG.)

(1/8 AREA)
NP = 231
NE = 400
ITYP = 1
IPLVL = 0
MESH = 2

COEFICIENTES DE E{p&dl ES MATEBIALﬂ e
SET R e Q
108 % .27900E+04
=

1 100003?03;
'
=
1
if
178 |\ ' 11000E+0%1 i
187 || gl ..12009§¥b1 I
188 h\ =" 1420008401 ,
T : f
DATOS|£E 1
A |
Il
Jl2o 1)
S0 /
389 l| _
<100 W)
=24 )
EL ANGHO DE B ;g?i
ELEMENTO" TﬁU(ZY)
1 CENTRO 3 f149763+03
19 cﬁgiﬁﬁa_ - 37388E- 'Ig .36771E+04
20 CERTRO ;’oaogo 00" .37358E+04
21 CENTRO L ,125S3SE+03 .27488E+03
329 CENTRO -.11240E+04 .13586E+04
400 CENTRO .00000E+00 .57023E+03
VOL.BAJO(PHI) PARA LA SECCION= .62656E+04
ELEMENTO  TAU(ZY)MAX ELEMENTO  TAU (2X)MAX VOL (PHI)
20 .3736E+04 328 -.1124E+04 .6266E+04

Los valores teoricos, para la seccion rectangular son obtenidos con las ecuaciones (2.8.3)
para el esfuerzo maximo, (el cual se presenta en el punto medio de los lados) vy la (2.8.6)
para el momento torsionante, los valores finales del momento torsionante ocupando el
programa se obtienen multiplicando por ocho el valor obtenido, ya que se ocupo un
octavo del area total.

Provecto e Digitalizacion be Wesia
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El valor que se ocupa del modulo de elasticidad al cortante (G=8x(10°)N/,,” ) sera para
un material de acero, laminado en caliente, bajo contenido de carbon y el angulo de
torsion por unidad de longitud (6 =.01%m = 00017453 rad/ecm ) son los mismos que
se ocuparon para el ejemplo en detalle del mismo problema en la seccion (4.2.2).

De lo anterior se tiene que:

Toax=k2G 0 a = (.675)(2792)(2) = 3769.2 N/em®

M=k GO (23)’(%% 1406(8:{(1@ (.

eoams%z(z)) = 50247 N-cm.

) S
Resultados llSR {—r f ~< ; SR
. 3 = e i -‘
‘-ﬂ_‘r‘_‘ "1— * L ,l o il F" o
ELEMENTO ﬁ’z\mzf MAX ™= ELEMENTO =1 TAL (ZXTMAX ) "IVOJ_. PHI)
2 L_a}s? £+04 1 =, 5425E+03— é__tl-eil:.."'au"g 44672
= 16 E
Resultados 12§R: . - .
ELEMENTO  TAU(Z¥ =EREMENTO TA}HZX Il voL(pHI)
10 35502: =l =86 | ~T134E: ({[6249E+04) *8=49992
g NI rer .r f = III
Resultados mskz ot by \ A 1 |i
ELEMENTO TJ—‘JJ(Z:’ B EA:EMEMI _TAUJZX ! I\ voL(pHI)
20 §736 &L 12484 ( JB266E+04) *8=50128
_ .,- Tik i i
1L - w4 i }) Il
RESULTADOS'$1E 1. (Fln | [e0? AT
SEesin e g S st ol __j.r"-.; 'u~ ,&Ax H
T PROB. | tVAX e |7 N
11SR | 2532 '*__ 44672 B 7 E |
12SR 3502 | . 49992 | ap | = 4
16SR 3736 ‘*m]zg* 1500t | B &= ol |
(TEORICO| 3762 | 50247 |10 | = 1
‘ i 502 =l e i I
: 11SR 12SR 16SR  TEORICO §

Provecto e Migitalisacian be Wesis
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5.3.2.- SECCION CIRCULAR .

La seccion circular que se resolvera es de 3cm de radio, se tomara en cuenta la
simetria de la seccion para simplificar los calculos, ocupando 1/12 de la seccion, la
primera malla es de 16 nodos y 12 elementos (triangulares y rectangulares), la segunda
es de 49 nodos y 42 elementos (rectangulares v triangulares). En esta seccion y en las
subsecuentes solo se presentara el archivo de datos y un resumen de los valores mas
importantes del archivo de resultados, ya que las corridas de las secciones siguientes
generan mucha informacion acerca de los elementos (geometria y conectividad) y los

resultados de los esfuerzos.en

paginas no adecuado .

todo hace un volumen de

Wy ] h&

= - ,
ARCHIVO DE DATOS, SEG! EJED A Al: N
SOLUCION A Pi ', DE“TORSTON. (SE1[PATT]. - - B 5 "f\ﬂ
SECCION CIRC ﬁa NODOS, 12 ELEMENTOS. oo g |
(1/12 AREA) \\= =
16 121 0 1W1 0 f
1. 1. 0. 2790.\\ . ; —— il
0. .866 1.733} 2. 62111 2.828427125 2-Db039892 8.

.866 1.732| 2.58 . _--_._2.8284271?5 2.p8039892
1.732}} 2. T
g,  B. O 4
5 .5 .5
1. ™
1.5 16
3 L "% i _ X
2.1 2 3 as
3 1 3 4 (11) 5
4 1 4 5 o |
8 1 5 & A
6 1 6 7 1\
7 1 8 9 |
8 1 9 10 L ®
9 1 10 11 e
101 1112 0
"I =

151 ~ap e Fig 5.32.1) Malla para ¢l problema SCI.
0
T Q. 212°0 - 15 0. 166,
000000000000000000O0O0ODO

RESUMEN DE RESULTADOS, SEGUNDO EJEMPLO, MALLA 1:

COORDENADAS NODALES

NODO X Y
6 .29580E+01 .00000E+00
7 .30000E+01 .00000E+0Q0
12 .29580E+01 .50000E+00
13 -17320E+01 .10000E+01
14 -25981E+01 .100C0E+01
16 .25981E+01 .15000E+01

FProveeto be Migitalizacion be Wesis
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DATOS DE LOS ELEMENTOS

NEL NMTL NUMERO NODC
6 il 5 T 12
1. 1 13 14 16
VALORES NODALES CONOCIDOS DE PHI
7 .00000E+00
12 .00000E+00
16 .00000E+00

CANTIDADES CALCULADAS
VALORES NODALES DE PHI

6 .17357E+03 7 .00000E+00 12 .00000E+00
13 .35388E+04 14 .84320E+03 16 .Q0000E+00
TAU (ZY)
41366E+04
. B &25‘5‘&04

!
ARCHIVO DE'DAT
SOLUCION A PRGB.
SECCION CIRCU ;
(1/12 Area) ||

|
49 421 0 1j1
L. .0 aE,

. .433 .aesfgg?g-l
.50473751 2 958039

.433 3643
2.90473751 2.

o

N 3 DL (PHI)
j14425+05

.866 1.289

2.90473751 2.95803%
1.299 4,
2.90473751
2.5980762111

0. 0. ©0. 0. 0. 0. O. 0. 0. 0. oO.
425 .25 »25 125 .25 <25 .25 .25 .25 .25
.5 .5 .5 .5 .5 .5 .5 B 5
.75 .75 .75 .75 .75 .75 .75
1s 1. 1. 1. 1.
1.25 1.25 1.25
1.5
1 1 1 2 140
2 1 2 3 15 14
3 1 3 4 16 15
4 1 4 5 17 16
5 1 5 & 18 17
6 1 6 T 19 18
7 1 7 8 2019

Orvovecto e Digitalizacion be Tewis
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g 1 g 9 21 20
9 1
10 1
11 2
12 1
13 1
14 1
15 1
16 1
17 1
18 a2
19 1
20 1
7 O
72 1
23 1
24 1
25 1
26 1
29 1
28 1
29 1
530 A
31, 1
32 1
33 1
34 1
35 1
36 1
37 1
38 1
39 1
0
RESUMEN DE
COORDENADAS. NODALE
NODO B ¥
i .29 =
13 .300 01
24 .29896E+01  —{
45 .21650E+01 .12500E4+01
47 .25981E+01 .12500E+01
49 .25981E+01 .15000E+01
DATOS DE LOS ELEMENTOS
NEL NMTL NUMERO NODO
12 T 12" I3 24
41 il 46 47 49
EL ANCHO DE BANDA ES 14 EN EL ELEMENTO 1
VALORES NODALES CONOCIDOS DE PHI
13 .00000E+00 24 .00000E+00 49 .00000E+00
CANTIDADES CALCULADAS
VALORES NODALES DE PHI
12 .43551E+02 13 .00000E+00 24 .00000E+00
46 .19284E+04 47 .47120E+03 49 .00000E+00

FOvovecio e DMigitalizacion be Tewis
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ELEMENTO POSICION TAU (ZX) TAU (ZY)
19 CENTRO -.17420E403 L41736E+04
41 CENTRO -.18848E+04 .33648E+04
VOL.BAJO(PHI) PARA LA SECCION = .14696E+05
ELEMENTO TAU(ZY)MAX ELEMENTO TAU (ZX)MAX VOL (PHI)
12 .4174E+04 e il -.1885E+04 .1470E+05

Los valores teoricos, son obtenidos usando las ecuaciones (2.2.4) para el esfuerzo
maximo v la (2.2.3) para el momento torsionante, los valores finales del momento
torsionante, ocupando el | programa se, obtienen mulnphcando por doce el valor obtenido,

va que se considero La,;sl-@;‘
e Gﬁ)N/ cm

elasticidad al cortante G=8x to°
caliente, bajo an’temdo'

(5 .j-;:.

eJ,a SCCGIOH El—uélm
) Sera.para.

. se ocupa del modulo de
naterial de acero, laminado en
! rumdad de longitud

(6 =.01%cm |1?_“}0@01T453 rad}cm) De_l_a'.htenor se flené que e

iq;,f —
% GOl -
Resultados SC1;: __:;_'___ il
ELEMENTO  TAU(Z FLEMENTO™ TAU
6 I3TEROR 0 s | 0686
Eaw A\ &
Resultados SCZ,% i [

12 $174

ELEMENTO TAQ(ZYE\ EL_ﬁNT@r' TIAS;t
I

» gﬂﬁ“ "11 8§chm

7.619/37 N-cm .

I | VOL(PHI)
(« 1442£+05)*12 173040

‘ IVOL(PH])
j 14be+05)*12 176400

RESULTADOS'
SECCIONCIRCULAR.

PROB. | tmax

SC1 4137 173040 |
| SC2 4174 176400 |
TEORICO| 4188 177619

Provecio be Migitalizsacion be Tewis
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5.3.3.- SECCION ELIPTICA.

La seccion eliptica que se resolvera es de 2cm de semieje mayor y 1.5 cm de semieje
menor, se tomara en cuenta la simetria de la seccion para simplificar los calculos,
ocupando 1/4 de la seccion, la primera malla es de 10 elementos, entre triangulares y
rectangulares y 15 nodos, la segunda es de 39 nodos y 49 elementos triangulares.

SECCION ELIPTICA,
(1/4 AREA)

15101 0 1 0 O
1. 1. 0. 2790
0. 5 @5 325 2: By 5 T 1.5 0. .5 i. 0. .5 O.
0. 0. 0. 0. 0. .99216 .99216 .99216 .99216 1.299 1.299 1.299 1.4524
1.4524 1.5
1 1 1 2 7 3
2 L 2 3 8 7
3 1 3 4 g 8
4 1 4 5 g 0
5 1 5 7 11 10
3 i 8 R 11
q i 8 S g 0
8 51 10 11 14 13
9 1 o 7 A 14 0
10 1 13 14 15 0
0
5 alk g 0. 122 0. 14 i) 15 0.
0000C0D0000000000000Q0O

Provecto be Migitalizacion e Tesis
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RESUMEN DE RESULTADOS, TERCER EJEMPLO, MALLA 1 :

COORDENADAS NODALES

NODO X Y
4 .15000E+01 -00000E+00
5 .20000E+01 -00000E+00
9 -15000E+01 -99216E+00
13 .00000E+00 .14524E+01
14 -50000E+00 -14524E+01
15 .00000E+00 .15000E+01
DATOS DE LOS ELEMENTOS
NEL NMTL NUMERO NODO
- 1 4 5 9

. “ ; . - = Ly :-..,"

. B T y e S
| 7 . 00000E+00 _ _ “x@ﬂ
2 e e o o e S k_{i'.

.I

/

- &
4 -81041E+03 SOO000E+00 % 00E{+00
13 .1231-3E45 3 :---‘O,E;ID.OEF@Q---‘ 15 001]%00
ELEMENTO ” PO4ITI : ¥y’ U(7)
4 | QE E ‘  Q8E404

10 | qoNTE 5E403

1
VOL +RA 20;})04
ELEMENTO Il L (PHI)
4 \N4012E+04
P
” / N Ny
i

o e 137 0y A \ 7

> 75 7 AR b

=AY // v | A

| . W WL )\ U]
! Z 3 4 5 - & I8
2

Fig. 5.3.3.2) Malla de problema SE2.
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ARCHIVO DE DATOS (SE2.DAT), TERCER EJEMPLO, MALLA 2 :
SOLUCION A PROB. DE TORSION , (SE2.DAT)

SECCION ELIPTICA, 36 NUDOS, 49 ELEMENTOS (TRIANG.)

{1/4 AREA)

36 49 1 0 1 0 2

1. 1. 0. 2790.

03
49 36
8
1 8 1 0.0 0.0 2.0 0.0 16
g 15 1 0.0 1.9720 .25 14
16 21 1 0.0 . 1.885618 .5 12
22 26 1 0.0 . 1.732050, , .75 10
27 30 1 0.0 145 r}r§9@216.- -
3133 1 0.0 i Mg 99.E e
34 35 1 0.0 ity -
36 37 0 0.0 .
19 P-4
1 & 1312 '
9 7 'H 03
(2T e T g
14 18 1 1- 3
19 19 0 0 3
20 22 1 1 3 |
25 28 11 3 | 23
29 29 0 0 3 20 21H 26
30 33 1 1 3 16 23]} 22
34 36 11 3 22 23H 28
37 37 0 0 3 25 26/ 30
38 40 1 1 3 22 28/| 27
Il
'."".
RESUMEN DE REg}}'I
COORD@D
NODO
" )
14
15
34
35 -
36
DATOS DE LOS ELEMENTOS
NEL NMTL NUMERO NODO
13 1 6 15 14
49 i 34 35 36
EL ANCHO DE BANDA ES 10 EN EL ELEMENTO 1
VALORES NODALES CONOCIDOS DE PHI
15 .00000E+00 35 .00000E+00 36 .00000E+00
CANTIDADES CALCULADAS
VALORES NODALES DE PHI
6 .26869E+03 14 .82651E+02 15 .00000E+00
34 .12693E+03 35 .00000E+00 36 .00000E+00

Prvovecto e Mamitalizsacion e Mewis

Besponsable FF1.F . SAlbreerio JDebro L orantr FFlebDina
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AL B, Furigues WBobrignues: HFlaogana



1

FInstituto De HInogenieria |
diInmniuoersinDan Peracrriusarna

Tesis e Hlaestria
93
ELEMENTO POSICION TAU (2X) TAU (ZY)
13 CENTRO —.14485E+03 .18861E+04
49 CENTRO -.26667E+04 .19040E+03
VOL.BAJO(PHI) PARA LA SECCION = .45964E+04
ELEMENTO  TAU(2Y)MAX ELEMENTO  TAU (ZX)MAX VOL (PHI)
13 .1886E+04 49 -.2667E+D4 .4596E+04

[~

Los valores obtenidos del programa de computadora se presentaron anteriormente y los
valores teoricos son obtenidos usando las ecuaciones (2.4.2) para el esfuerzo maximo y la
(2.4.d) para el momento torsionante. Los valores que se ocupan del modulo de
elasticidad al cortante (G=8x(10°)N/.,> ) sera para un material de acero, laminado en
caliente, bajo contenido- '

(0 =01%m = oooﬁ{o‘ 12

_,.l__"'_\"-\.
—"L»-F - 18 32 40397 — 1

NS

Resultados dé'n"-SEl:

—

c;rbc’m y el Aangulo. d.Q torsion por unidad de longitud
). De lo anteﬁomge ﬁengdue
T -‘____‘_x _'\._-ll__.'h_.,.__
-" I, :;: = ;?_..- E;M
7, T max = 2,678.4

:H

YOL(PHI)

ELEMENTO TAUZY)MA EL.EMENTO TA;JS,ZX) A
1 _nﬁ21E~ 4 _JIB 88E+p‘ (4012E+04)*4=16048
\ = |
Resultados de SE2:| —d i ”'i I |
ELEMENTO TAU(ZY) "E'LEI\,;EENT;OH ‘EAfE(.ZX) FAD “VOL(PH])
13 .1886E 49—/ ,_}‘* ,2,66‘7E+0 ! 4596E-‘-04)*4-18384
‘.{1 || i —"'"—'5 111y I| f ] _r"’
RESULTADOS SECCION- 5.3.3. | il “‘. /|l |
SECCION ELIPTICA. z ey os !
PROB. | tmax e l
SE1 588 ]
SE2 2667
TEORICO 2678| |
- ]
18000 S
170004
160004 1{
15000 =
14000 : ES SEAE
SE1 SE2 TEORICO

FOvovecto e Digitalizacion be Tewis

B esponsable FEL. 3.
olaborabores: stanislao
AFL. 3.
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Fermman dFarcia
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5.3.4.- SECCION TRIANGULAR EQUILATERA.

La seccion triangular equilatera que se resolvera es de 3cm por lado, se tomara en
cuenta la simetria de la seccion para simplificar los calculos, ocupando 1/2 de la seccion,
la primera malla es de 21 elementos, entre triangulares y rectangulares y 28 nodos, la
segunda es de 91 nodos y 144 elementos triangulares, la tercera es de 231 nodos y
400 elementos triangulares. '

ARCHIVO DE DATOS, CUARTO EJEMPLO, MALLA 1:
SOLUCION A PROB. DE TORSION. (41STE.DAT) .

SECCION TRIANGULAR EQUILATERA. 28 NUDOS, 21 ELEMENTOS.
ELEMENTOS RECTANG. Y aNGr(llz axaa74 T T

28 .
1 - R
0. .433 .866| ﬂaofl 732727165 215980065111 'm;ﬁq’ﬁ1
.433 .866 &t ~732_2. 165 25980762111 ————1 =y
.866 1 —
ly299 i
h 134 12.165 2. 59807621II__ i
\ [ 7. a-s_s'__z .598076211% Il
wh =2,5980762¥11 " I
e - |
0. 8. 0
25 .25 .25
-5 5 5
S5 .15 75
Li 1. As
1,25, 1.25
1.5
1 & 2
2 3 2 =2
3 1 .3 &
4 1 4 5 2 -
5 1 5 @& ’
6 1 6 7
7 1 8 9 : |
8 1 9 10 ) |
9 1 1011 P
101 11 12 -
111 12 13
121 14 15
131 15 16
14 1 16 17 Lo | @ ; ; |
151 17 18 22 21 | 2 3 1 s B 7
16 1 19 20 23 0 5
17 1 20 21 24 23 Fig. 5.3.4.1) Malla de problema 41STE.
18 1 21 22 25 24
191 23 24 260
20 1 24 25 27 26
211 26 27 28 0
0

1 1 [ 8 0. 13 O 14 0. 8 9. 19 0. 22 0. 23 0.
25 0. :26 6. 27 0, 28 0.

0000000000000000000D
Propvecto De Digitalizacion be Tewis
Responsable FEL. I, SAlbeerio JPebdbro T orandr FFlebdina
Colaborabores: Estanislac JfFerman darcia
AL AN, Furigues Bobrigue: Flagana
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RESUMEN DE RESULTADOS, CUARTO EJEMPLO, MALLA 1 (41STE) :
COORDENADAS NODALES

NODO X Y
6 .21650E+01 .00000E+00
7 .25981E+01 .00000E+00
12 .21650E+01 .25000E+00
14 .B6600E+00 .50000E+00
I . 12990E+01 .50000E+00
1.9 .12990E+01 . 75000E+00

DATOS DE LOS ELEMENTOS

NEL NMTL- NUMERO NODO
8 1 5 2113 42
12 1 14 Al 19
_rr'."'d-"_.r-" > i }&r"“.rl'.“'ﬁ —

EL ANqHﬁf ﬁS'f"é‘“gﬂF

VALORES |NgoA

2 7 )
1Lk i} " b |I
.I&‘;g?j ‘h_.,ﬁ .
_'i L1 I|| {
CANTIDA {f
VALORES If
6 . 5432 1E40 {62782E+03
13 .OO@%OE+ {33553E+03
19 .000D0EHO I
ELEMENTOl TA&(ZY)
6 hl | 112682E+04
/I 12435E+04
AN . 12{¥88E+04
12 Jn - TA91E+03
# | | \
VOL. BAJO ( PH#: PARA ?{,
ELEMENTO  TAU%ZY)MAR. i VOL ( PHI)
6 . 1268E+04 ™ 3 #  .1136E+04

4

E
i |
! |
z // 1.5000
| e b
T
A % |
35 B ] ]
W | Y
g A // '4/!711;’ % ] ) '
F oy @5 B :

2598

Fig. 5.3.4.2) Malla de problema 42STE.

Jroveceto De Migitalizacion be Wewis
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ARCHIVO DE DATOS, CUARTO EJEMPLO, MALLA 2:

SOLUCION A PROB. DE TORSION , (42STE.DAT)
SECCION TRIANGULAR EQUILATERA, 91 NUDOS,
(1/2 AREA)

a1
1.
03
144 351
13
i i
14
26
37
47
56
64
71
17
82
86
89
91
23
1
13
24
35
45
55
64
73
81
89
96
103
108
115
120
125
129
133
136
139
141
143
144 144
0

1
48
71
88
00

144
1.

1-0
0. 2790.

1 9 2

13
25
36
45
55
63
70
76
81
85

0.0
0.2165

2.598
2.598
21"'-:'5" 8‘}”‘-’1

-125

e e

N N N
e
WWwwwwwwwww

OO K R e e e
oI S S S S R S

W wwwwwww w uw

13
47
16
= 89S
00O

14
55
- e B
90 . 91
00000CO00O0

oo oo
(===

144 ELEMENTOS (TRIANGULARES.)

36 0. 37 0.
64 0. 70 0.
85 0 86 0

Provecto e Migitalizsacion e Tesis
Responsable FEL.H. Albeerio JDebro L orandr FFlebina
Colabovabores: Cstanislao Ferman dHarcia

AHL. B, Euarigue WRobrigue: Flagana
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RESUMEN DE RESULTADOS, CUARTO EJEMPLO, MALLA 2 (42STE) :

COORDENADAS NODALES

97

]

nIieria

T AInoe

i

Sstituto De

Hn
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.

NODO b Y
12 .23093E+01 .00000E+00
13 .25980E+01 .00000E+00
25 .25980E+01 .12500E+00
56 .10825E+01 .62500E+00
57 .12268E+01 .62500E+00
64 .12990E+01 .75000E+00

DATOS DE LOS ELEMENTOS

NEL NMTL NUMERC NODO
12 13 25
A556, 57 64
5"/ _ﬁr”i, EN. EMENTO 1

4 TE“~
13 Y’ 64 .BOQOOOE+00
PHT T ‘f:";)l]
12 G2 —00 09 56 - BJ000E+00
64 - S
|.",-" TAU (ZY)
[l-14314E+04
.85141E+03
.
VOLJBAJ 195FE+O4
|
ELEMENTO  TAU (2 | voL(pHI)
12 14 I\ .1195E+04
", ﬁP
kLT
[l —.
ARCHIVO A 30
SOLUCION A ot
SECCION TRI E%yN%ZS(TRIANG-)
(1/2 AREA) .
231 400 1 0 7
1. 1. 0. 2780.
0 3 EH&;“ = Hﬁffkfﬂ
200 231 = N\ -
21 - i
1 21 1 0.0 0.000 2.5980 0.0 15
22 41 1 0.1299 0.075 2.5980 0.075 15
42 60 1 0.2598 0.150 2.5980 0.150 15
61 78 1 0.3897 0.225 2.5980 0.225 15
79 95 1 0.5196 0.300 2.5980 0.300 15
96 111 1 0.6495 0.375 2.5980 0.375 15
112 126 1 0.7794 0.450 2.5980 0.450 15
127 140 1 0.9093 0.525 2.5980 0.525 15
141 153 1 1.0392 0.600 2.5980 0.600 15
154 165 1 1.1691 0.675 2.5980 0.675 15
166 176 1 1.2990 0.750 2.5980 0.750 15
177 186 1 1.4289 0.825 2.5980 0.825 15
187 195 1 1.5588 0.900 2.5980 0.900 15
196 203 1 1.6887 0.975 2.5980 0.975 15
204 210 1 1.8186 1.050 2.5980 . 1.050 15
211 216 1 1.9485 1.125 2.5980 1.125 15
217 221 1 2.0784 1.200 2.5980 1.200 15

Provecto e Migitalizacion e Weais

Responsable FE1. . FAlbeervio JPebro Loranoil FFlebina
dolaborabores: stanislao Jfermran dBarcia

AL B, Furigque Wobrigue: Hlamgana
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=133
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222 225
226 228
229 230
231 232

b=

39
1 20

21
40
59
T
85
112
129
145
16l
176
191
205
219
232
245

- 257

269
280
291
301
311
320
329
337
345
352
359
365
371
376
381
385
389
392
395
397
399
400

0

21

(ol o B o I o

39
58
76
94
i 16
128
144
160
175
190
204
218
231
244
256
268
279
290
300
310
319
328
336
344
351
358
364
370
375
380
384
388
391
324
396
398
359
400

COR R HRR KRR RR R RPRRERBRRRPEPRERREBERRERBSRERPRPSFBR-

0.
111 0.
165
203 0.
226 0.

000O00O0
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2.5980 1.275 15
2.5980 1.350 15
2.5980 1.425 1
«0 0. I
B
F oA L
AR N
| . L]

!
4 :-:i-—-\.
T, "-\F

x"\-.

4

(2%
3kaq5 212 1
3 211212 2

212
217
218
222
223
226
227

238 21
218 222

223 026 )
227 225;
227 229
230 229

2234 225,

o L

2.2083 1.275
2.3382 1.350
2.4681 1.425
2.5980 1.500
131 2 22
13223 22
1322 23 42

1 3 23 43 42

1 3 42 43 61

1 3 43 62 61
1361 62 79
13628079

1 3979 89ﬁ%§‘|ff
13 80 974 éfj%_
13 9$£5§:= =
13 97113 %2

1 3?2. 1131375
1 3TY3 428 127

1 3 .
1 31128 1pp f1§1
13141 1

1 3 142 1pp 134
13 154 1 6
131851 6
13 166 1 e
13 160 1 ¢ crer
13 1%y 1ipl %
1317 1B :
13147 1 6
13188 1 g

i 2 19ﬁ 1 ‘
13 3187 2

1 3 L 203,91

1

i1

1

1

1

i

1

1

0

0

W W W W W www

22! 0
132

0. 1le6e 0.

204

229

230 231

41 0.

42 0.

0. 126 0.

176

0. 210 0:

0.

228 0. 229 0. 230

0000

L s - ; - =
.-—l'::l P .
e — - 7
BT T ;"}:i‘?' ;
-'" =
ik -~ -3

60 0.
127 0.
L7
250 0.
0. 231

61 0. 78 0. 79 18- 95 0. 96
140 0. 141 0. 153 0. 154

186 0. 187 0. 1985 0. 196
216 0. 217 0. 221 0. 222 0. 225
0.

Provecto e Migitalizacion e Weais

Responsable FE1. . TAlbeervio JPebro Lorandil FFlebina
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RESUMEN DE RESULTADOS, CUARTO EJEMPLO, MALLA 3 (43STE) :

SOLUCION A PROB. DE TORSION,

(43STE.DAT)

SECCION TRIANGULAR EQUILATERA, 231 NUDOS, 400 ELEMENTOS (TRIANG.)
({1/2 AREA)
NP = 231
NE = 400
1 ITYP = 1
IPLVL = 0
€ - MESH = 2
Iﬂ i COEFICIENTES DE ECUACIONES
° : MATERIAL .
v SET §7/ Q
- 0 1 .1000 E;:’f .27900E+04
I -
xﬂﬂ
- - @RDENA S
- I Q o . .
I‘: y F: , ooooog+oo
Y
gn
- b
ﬁ ~
&
%
QR (23
- AL
"ﬁ
s 229 230 23
- _ L
o POSICION~ U(ZX) TAU (2Y)
g CENTRO -.2576'IE+03 -.16399E+03
'm e CENTRO .20650E+03 -.38941E+03
- CENTRO .91761E+00 .17196E+04
V- = 39 CENTRO .36116E+00 .17814E+04
3 291 CENTRO .14357E+04 - .79750E+03
H 292 CENTRO .11973E+04 -.55319E+03
} 389 CENTRO .75952E+03 ~.17676E+03
‘ ' 390 CENTRO .29269E+03 .26354E+03
‘ VOL.BAJO (PHI) PARA LA SECCION= .12073E+04
ELEMENTO TAU(ZY)MAX  ELEMENTO TAU (ZX)MAX VOL (PHI)
39 .1781E+04 291 -.1436E+04 .1207E+04

R esponsable FFL. 3.

Proveeto be Migitalizsacion e Tewis
Albeerio JPebdro Forant FFlebina
Colaborabores: Estanislao JFerman dParcia

AL N, Enrigue WBobriaue: HFlamgana
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Los valores teoricos, son obtenidos usando las ecuaciones (2.5.k). para el esfuerzo
maximo y la (2.5./) para el momento torsionante. El valor que se ocupa del modulo de
elasticidad al cortante (G=8x(10°)N/.,,’) sera para un material de acero, laminado en

caliente, bajo contenido de carbon y el angulo de torsion por unidad de longitud (6
=.01"cm = .00017453 rad/cm ).

De lo anterior se tiene que:

GOa*

T max = —Gﬁ*: 1,812.158‘ M, = ——=2,4464135

Valores resultantesde la
ELEMENTO TAH(ZY) A

(1

'1 -" .

|
Valores resulta ‘te’s}d
ELEMENTO TAU'(ZY)

6

12

ELEMENTO TAU(

Valores resultant'%(de
39 1781

X
1'26'$E+04

l!ﬁ‘)lE (

IMA
+04
I

~.VOL(PHI)
W lME%AN)*Z =72

,WOL(P}H)
(.11$5E+04)*¥2=2390

' VOL(PHI)
(- 1207E+04)*2=2414
i

[RESULTADOS SECCI
SECCION TRI

PROB.

STE2

STE4

1475 |.

TEORICO|

1812

.......

OTOR|

TEORICO

rovecto be Migitalizsacion e Weais

R esponsable FEL. . Albeerio JPebro L orandi HElebina
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5.3.5.- SECCION RECTANGULAR ESTRECHA .

La seccion rectangular estrecha que se resolvera es de 1lcm de base y 1 cm de
altura, se aprovechara su simetria y se analizara, solo la mitad de su seccion, la primera
malla es de 88 elementos, rectangulares y 115 nodos, la segunda es de 405 nodos y 352
elementos rectangulares, la tercera es de 252 nodos y 440 elementos triangulares.

|
ARCHIVO DE H)A’ OS
SOLUCION A PR(HB. E
ESTRECHA. (1/2||DE (A
MALLA. MALLA ‘QE

5§ | RECTANGULAR
; ANCHO, GENERANDO

i NU%@S Y 88 ELEMENTOS.
ik
115 88 1 0;_? i~
1. 1. 0. 2790} Wy
t_‘_'.’. b ol
1 4 ‘..H_.':"'I "'-\.?,.'
22 4 ~

: — -~ g __‘_.-'.-'
0.0 .25 .25 .25%25 .54 z a‘ .25 75 .25 .25 .25 .25 .25

.25 .25 .25 .25 .25 ~=
0.0 .25 .25 .2% 25

28— =
. "G ~ o “%/
1 0.20.30.40.50. 8a0./7 'Qug’0. §0. 10 0. 11 0. 12 0. 13 0.
46 0. 69 0. 92

0
14 0. 15 0. 16 B. 37 0.
18 0. 19 0. 20 0. 21 0. 22 9. 23 0. 0. 93 0. 94 0. 95 0.
96 0. 97 0: 9B 0.
99 0. 100 0. 101 0. 102 0. 103 0. 104 0. 105 0. 106 0. 107 0. 108 O.

109 0. 110 0. 111 0, 112 0. 113 0. 114 0. 115 0.
00000000000000GO00O0O

RESUMEN DE RESULTADOS, QUINTO EJEMPLO, MALLA 1 (51SRE) :
COORDENADAS NODALES

NODO X :

1 .00000E+00 .00000E+00
2 .25000E+00 .00000E+00
24 .00000E+00 .25000E+00
25 .25000E+00 .25000E+00
45 .52500E+01 .25000E+00
46 .55000E+01 .25000E+00
68 .52500E+01 .50000E+00
69 .55000E+01 .50000E+00

Orvovecto e Migitalizacion e Weais

Responsable FE1. . TAlbeervio Pebro Lorandil FFlebina
olaborabores: stanislao Jferman dBarcia

AL B, Furigque Wobriague: Hlagana
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DATOS DE LOS ELEMENTOS
NEL NMTL NUMERO NODO
il 1 1 g 25 24
44 1 45 46 69 68

EL ANCHC DE BANDA ES 25 EN EL ELEMENTO i

VALCORES NODALES CONOCIDOS DE PHI

1 .00000E+00
2 .00000E+00

CANTIDADES CALCULADAS

VALORES NODALES DE PHI
1 oqunE+oo
24 5 ,

45

2 OOOOOE+00

AN
f

16186E+03 -
.80928E+0

H :
VOL. Bp}bo NP

TAU (2Y) MRS
.7&59E ‘: |
W\

| VOL (PHI)

;259E+04

\H /
::'.
4 0
[T 11 =Y [ ] e i
11 ! EG
T
|| | | 2684 0n _
| ! | 1240 !
1 T 1 e 2 .
: i P : i) [§: H -
EEEEmmE | W ]
8 |- i ! | = ! -d i | . - '
Lizi5) 11 [ 1 i 1 i | ' [ T s ~
' W45
= E
— == —
f &t |

Fig. 5.3.5.2) Malla de problema 52SRE.

rvovecto e Migitalizacion e Weais
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ARCHIVO DE DATOS, QUINTO EJEMPLO, MALLA 2:

SOLUCION A PROB. DE TORSION (52SRE.DAT). SECCION RECTANGULAR

ESTRECHA. (1/2 DE AREA)DE 15 CM DE LARGO Y 1 CM DE ANCHO, GENERANDO

MALLA. MALLA DE ELEMENTOS RECTANGULARES, CON 405 NUDOS Y 352 ELEMENTOS.

405 3521 @ 1 49 1

1. 1. 0. 2790.

1 4

44 8

0.0 .125 135 .125 .125 .125 ,125 ,125 ,125 ,125 .125
125 .38 32§ 125 .185 .125 .126 135 .125 .125
-125 325 125 .12% .125 .125 .125 135 .125 .125
125 1278 126 126 .32% 198 .125 .12% .138 .125
125 .125

0.0 .125 .125 #}85,4125 125

O .r| —h, H‘-"h“\- !

1 0. 20, o 7'0; ) 310 0. 11 0. 12 0. 13 0.
14 8. 15 B L [ 22.0. 23 0. 24 0. 25 0.
26 0. 27 0.« . ﬁa ; Qf 34 0 »35 0. 36 0. 37 0.
38 0. 39 o”:%a 05 1 0= 45 0.%80 ﬁ}35 0. 180 0.

225 0. . ;& 361 0 362_9 363 0., aég ; 365 0. 366 0.
367 0 T . 375 0. 276 0.
37T Q. 384 @. 385 0. 386 0.
387 0. 394Mo 395 0. 396 0.
337 0. 338 ow 39 if
404 0. 405 0} I
000000 dﬁo n
RESUMEN DE RHSU (szsru: iz

COSQDE i

NODO i\

I'F

-

. h-’é',
224 % ‘,f
225
DATOS DE hﬁé?EﬁggENTOS *fff”f ;}f
NEL 0 oD@_5 ==
5 51 “Eo
176 1 179 180 295 224

VALORES NODALES CONOCIDOS DE PHI
5 .00000E+00 6 .00000E+00 180 .00000E+00 225 .000Q0E+00

CANTIDADES CALCULADAS
VALORES NODALES DE PHI

4 .00000E+00 5 .00000E+0Q0 3 .00000E+00
49 .15258E+03 50 .15258E+03 51, .15258E+03
178 .17725E+03 17¢9 .10498E+03 180 .00000E+00
223 .18724E+03 224 .11031E+03 225 .00000E+00
ELEMENTO POSICION TAU{ZX) TAU (ZY)
5 NODO 5 .12206E+04 .00000E+00
CENTRO .12206E+04 -.61035E-04
NODO 51 .12206E+04 -.12207E-03
1786 NODO 179 L42613E+02 .83987E+03

Fvoevecio e Mimgitalizcacion be TWesis
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CENTRO .21310E+02 .86118E+03
NODO 225 ..00000E+00 .88249E+03
VOL.BAJO (PHI) PARA LA SECCION = .23730E+04
ELEMENTO  TAU(ZY)MAX ELEMENTO  TAU(ZX)}MAX VOL (PHI)
176 .8825E+03 5 .1221E+04 .2373E+04

ARCHIVO DE DATOS, QUINTO EJEMPLO, MALLA 3:

SOLUCION A PROB. DE TORSION,

(54SRE.DAT)

SECCION RECTANGULAR ESTRECHA, 252 NUDOS, 440 ELEMENTOS (TRIANG.)

) . .101 120 1 1 3 43 65 64
(1/4  area). " 3200 153, 64 65 86
252 440 1 O | 141/ 160<T2~13. "3~ 64 86 85
1. 1. 0. 2790. : ' "as 86 107
0 3 - &' 85-107 106
440 252 1717 33106 128
12 240 1 1 3 6LA%Y 127
IR ! ' : 2957 149
22 42 1 127 149 148
43 63 1 48 A9 170
64 84 1 O. 301 320 1 3 48 170 169
85 105 1 0. 321 340 3 ne6s (170 191
106 126 1 0. .341 36071 " 69 /191 190
127 147 1 0. vl 361 3801 '90//191 212
148 168 1 0. kgl . goll212 211
169 189 1 0. 11{ 212 233
199 210 1 0. 111233 232
211 2311 0 f
232 252 1 0. 48 50. 60.
22 19f0. 11 0. 12 o.
i 20 £33 | 0. 17 o.
21 40 1 1 3 0. \k21} 0. 42 o.
41 60 1 1 3 105 0.>°126 0. 147 0.
61 80 1 1 3 21@90. 231 0. 252 0.
Bl 180 1 1 3 43 e
— T I [ = = ] 1 ]
o | ] (= ~ ! ]
= ) ] == ] 1
== ] i =l | P Bl 1
= - | | =T | — n
= H L ! f - -
= ] e f =1 ]
= = —— - ———

A

\

Fig. 5.3.5.3) Malla de problema 54SRE.
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RESUMEN DE RESULTADOS, QUINTO EJEMPLO, MALLA 3 (S4SRE.) :
SOLUCION A PROB. DE TORSION, (54SRE.DAT)

SECCION RECTANGULAR ESTRECHA, 252 NUDOS, 440 ELEMENTOS (TRIANG.)
(1/4 area) .

NP = 252
NE = 440
ITYP = 3
IPLVL = 0
MESH = 2

COEFICIENTES DE ECUACIONES MATERIAL
SET DX - DY P 9]
1 -10000E+01 .10000E+01 .00000E+00 .27%00E+04

COORDENAPAS
nobo A%

TAU (2Y)
oooooz+oo

.13582 E¥ . 0O000E+00 .

20 000 E#Q& .00000E+00
a0 CENTRO 4E+04 .53303E+00
439 CENTRO 53541£+02 .31661E+03
440 CENTRO .34210E+02 .70756E+03
VOL.BAJO(PHI) PARA LA SECCION= .11945E+04
ELEMENTO TAU({ZY)MAX ELEMENTO  TAU(ZX)MAX VOL (PHI)
440 .7076E+03 21 .1362E+04 .1124E+04

Los valores teoricos son obtenidos usando las ecuaciones (2.7.2) para el esfuerzo
maximo vy la (2.7.d) para el momento torsionante. El valor que se ocupa del modulo de
elasticidad al cortante (G=8x(10°)N/.,_ ) sera para un material de acero, laminado en
caliente, bajo contenido de carbon y el angulo de torsion por unidad de longitud
(6 =01%cm = 00017453 rad/cm ).

rvovecto e Digitalisaciaon e Tewis
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De lo anterior se tiene que:

M,=—Geab:1396(;)—(“):5118.66 , Tm 3 t

= 1396

*
I

-

3

Valores resultantes de la primera corrida con SISRE.DAT:
ELEMENTO  TAU(ZY)MAX ELEMENTO TAU(ZX)MAX VOL(PHI)
+4 T659E+03 1 1046E+04 (.2259E+04)*¥2=4518

Valores resultantes de la segunda corrida con S2SRE.DAT:
ELEMENTO TAU(ZY)MAX‘ —r ELEMENTQ TAU(ZX)MAX . VOL(PHI)
176 .8825E+{,}t’r.,‘.-‘*r. o A2 ERDITA ﬁ-r.(_zm}zﬂn)*z:-ms

- L

Valores resultantes de l ‘mnMT
ELEMENTO TA MAX- ELEMENT! I ﬂl}wfﬁﬁi ~ VOL(PHD
440 ws 21 1362E+04 \(-:‘1 IF4EH04)*4=4776

N - RAD

RESULTADOS SEGCIO|

SECCION RECTANGUL
PROB. t MAX || ]
51SRE 1046 ||
52SRE 1221 |
54SRE 1362 ||
TEORICO] 1396 /|

5200-

5100 ¢

5000
4900 |

4800+

4700+

4800

45004

4400+

4300+

4200

51SRE S52SRE S4SRE TEORICO
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PERFILES LAMINADOS.

La seccion I que se resolvera es de 11cm de base o patin y 1 cm de espesor tanto en
alma como en patin, ademas de tener un peralte de 15 cm. Se aprovechara su simetria en
el ejemplo dos y se analizara, solo un cuarto de su seccion, la primera malla es de 140

elementos,
rectangulares.

rectangulares y 213 nodos, la segunda es de 193 nodos y 140 elementos

ARCHIVO DE DATOS, SEXTO EJEMPLO, MALLA 1:

SOLUCION DE PROBLEMAS DE TORSION POR ELEMENTO FINITO.
SECCION Y.
GENERANDO MALLA MALLA DE ELEMENTOS REC‘I‘ANGULARES, CON 213 NUDOS Y 140
ELEMENTOCS.

213
1a
42

-140

31
1
24
47
70
73
76
79
82
85
88
a1
24
97
100
103
106
109
12
15
118
121
124
127
130
133
136
139
142
145
168
194
8

4

1
23
45
47
48
95
97

140
1o s
:

213

23
48
&9
72
75
78
81
84
87
990
93
86
99
102
105
108
111
114
117
120
123
1286
129
132
135
138
141
144
167
120
213

e e e e

=

22
44
46
93
94
96
118 1

N

119 140 1

R R R R R R R H R R R R R R R RSO nunooo

ot NG zh,

270,

oW W e

OooouUuUbuuuuuuuLtuuuNo oooooooo

o

i

B O eV I (ST AN

A
A

OUoO MO o U O WO WU S

f o Mt
do ST

.

LO\DCO.-.
U oo oW,

L = =

DE 15CM DE PERALTE ,

11CM DE PATIN Y 1CM DE ESPESOR,

e
>

o\mcnc\mchuymﬂﬁo\o\mﬂ
ISR I IS
it
o g

cocuvouUuouvo o wmo

L &
24 25
57 58
7 i
T4 72

13.
11 0 14.0 1
11.0 14.5
1.0 15.0

la\_ol!
(=

25
48
T
74
15

nmowmwowmo ugé

[
e i el el
|

e

74

L4z 142 156, 155
145 146 169 168
168 169 192 191

AR espon

HENE 7L2i? i

sable 4EL. 3.

Fig. 5.3.6.1) Malla de problema 61SL
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0
10, 20. 308. 4 06.50.86 0. 70. 8 0. 9 0.
14 G« 150, 16 &; &7 O:. 18 0. 18 0, 28 G. 21
47 0., 48 0. 49 Q. 500, 51 Q. 52 0, 53 0. 54
60 0. 6L 0. 62 0. 63 0. 64 0. B 0. 66 0. ©7
73 ©. 75 D. e 0. F8 0. 79 0. .8L 0. 82 0. B84
g1 ‘0. 93 0. 94 0. 96 0. 97 0. 99 0. 100 0. 1
198 Q: 109 0. 131 ©. 132 0. 114 §. 115 0. 1%
123 0. 124 0. 126 Q. 127 0. 128 0. 130 0. 13
138 0. 139 0. 341 0. 142 0. 144 0. 145 0. 14
150/ -0. 15l @. 5200, 153 0. 154 g. 155 0. 1.5
el 0. 162 0, 163 0, 164 0. Is5 0, 166 0. 16
192 0: 193 0z 194 B 195 D; 186 Os 197 0, 19
202 0. 203 0. 204 0. 205 6. 206 0s:207 0. 20
212 0. f 3
0
000
RESUMEN D
COORDENADAS

.00000E+0D
. 00000E+00

- w&ﬁb00E+00'

'??%ﬁﬂF* = Epa OEt%gﬂ
‘E:H'F'l 00 |

0L, AT rxﬁboa +01-

1. 00000E+00_]

10 0. 11 0. 12 0. 13
0. 22 0. 23 0. 24 0.
0. 55 0. 56 0. 57 0.
0. 68 0. 69 0. 70 O.
0. 85 0. 87 0.88 0. 9
02 0. 103 0. 105 0. 10
7 0. 118 0. 120 0. 121
2 0. 133 0. 135 0. 136
6 0. 147 0. 148 0. 149
7 0. 158 0. 159 0. 160
7 0. 168 0. 190 0. 191
8 0. 199 0. 200 0. 201
8 0. 209 0. 210 0. 211

e
!

f/- NlIMégO NODO

12 35

12 13 36

34 35 58

178 179 202

179 180 203

34
25
57
281
202

25 EN EL ELEMENTO

Provecto e Migitalizacion be Wesis

34 ”
35
| 1000 L
57 | T OE+0 k-
58 44, QE-I—,O_JUQE'
100 DOE+UT 1
1783._?1' a0 L
O Siguk, i&r
1‘8 ) - o % |
20?ﬂh -5000
202 %.55000EH
203 WOOOOOEIBQE%
DATOS DE LOS‘%OS
NEL
11 1
12 1
33 1
129 1
130 f
EL ANCHO DE BANDA ES
VALORES NODALES CONOCIDOS DE PHI
11 .00000E+00
12 . 00000E+00
56 .0D000E+00
57 .00000E+00
201 .00000E+00
202 .00000E+00
203 . 00000E+00
A esponsabl

e FEL. 3. Albeerio JPedro P orandr FFledina
Colaborabores: Estanislac JfFerman darcia
AHL. . FEurigues WRobrigne: Flagana

1

0.

48 0.
589 0.
12 0.
0 0.

6 0.

OO0 000
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CANTIDADES CALCULADAS
VALORES NODALES DE PHI

w

IXENIET LA

D AV

-

Sstituto

dininersiDan Peracrusana

i3S

14 .00000E+00 12 .00000E+00 13 .00000E+00
34 .41727E+03 35 .42392E+03 36 .41727E+03
57 .00000E+00 58 .46430E+03 178 .41727E+03
179 .42392E+03 180 .41727E+03 201 .00000E+00
202 .00000E+00 203 .00000E+00

ELEMENTO POSICION TAU (ZX) TAU (ZY)

11 NopO 11 .B83454E+03 .00000E+00

CENTRO .84119E+03 -.66464E+01

NODO 35 .84784E+03 -.13293E+02

12 NoDO 12 .84784E+03 .00000E+00

an 1, -84119E+03 .66464E+01

) vleBas54E+03 .13293E+02

© 4(83454E%0 .13293E+02

ELEMENTO TAU (3%
33 ﬁ5925

ARCH[VO DE DA
SOLUCION A PROB. |D
DE 15CM DE ngA
MALLA DE ELEME
193 140 1 ,BT
1. 1. 0. 27804
104 &%f
140 193 5
31

i =23
24 46
47 69
70 92
93 115
118 118
119 121
122 124
125 127
128 130
130 133
134 136
137 139
140 142
143 145
146 148
149 151
152 154
155 T57
158 160

R S
el elclzlckelaleiolsloleliollslcliellolsls:

[=l=Fal=lelslelells ol el ie Mol s o

I el L T e e R S

"
1.0 1
1.25 ik
1.5 1
1475 i
2.0 1
2,25 il
2.5 1
2015 il
3.0 =
3.25 1
3.5 1
3.75 ok
4.0 7
4.25 B
4.5 1
4.75 1

5
-5
i)
i3]
5]
-5
D
=
=5

5
-5
-5
#5

| 2547094E+03

Y - .92860E+03
Gl E+02
X BG46PE+0L

Jﬂ§g§b3+oo

2295E405

Il VOL(PHI)
I ,1229E+05

LR
£SO GENERANDC MALLA .
0 ELEMENTOS.

-

Fvoevecio e Mimitalizcacion be TWesis
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lel 163
164 166
167 169
170 172
173 175
176 178
178 181
182 184
185 187
188 190
194 283

w

MO dJUuRhOJUMNO
w U

w

.

[ellelalellellelielelelele]

S N T e W o2 Ws A IR O L B € R L
w

T = = = o Tl ol
00000000000

o
~J
(s2]
(6 4]
O O e

o

92 4. 895 0. 9

100 0. 101 O
105 0. 106 O.
120 Bs 111 85
115 0. 118 O
130 0. 133 O
145 0. 148 0.
160 0. 163 0.
175 0. 178 0.
180 0. 193 0.

000O0COCO 0

-v\.\..

110
5. 5.8 1
.5 5.25 1 A
5  B.E - 1 wl -
.5 §.75 1 140 o
5 6.0 1 g
<5 6.25 1 |_[13F !
.5 B.B 1 Ll ,
5 6.75 1 Ll
3 7i25 1 N
5 o 35 Pl |

(W]

1 |

2 H

9

(0] 8

o} | B
(0] 8 —=
ol 0 O A R
0 W £ g
0 |- S
0 .| 2424 — -
0.

RESUMEN DE DATOS . SEXTO

SOLUCION A PROB. DE T 6251 DAT) 1/4 DE AREAj
DE 15CM DE PERALTE 'DE CM SOR, GENERANDO MALLA .
MALLA DE ELEMENTOS RECT GULAR ST-CONL NUDOS Y 140 ELEMENTOS.
=" 183
NE = 140
IP¥p = 1
IPLVL = 0O
MESH = 2
COEFICIENTES DE ECUACIONES MATERIAL
SET DX DY P Q
il .10000E+01 .10000E+01 .00000E+00 .27900E+04
COORDENADAS NODALES
NODO % ¥
1 .00000E+00 .00000E+00
2 .42308E+00 .00000E+00
24 .00000E+00 .25000E+00
25 .40509E+00 .25000E+00
T .35714E+00 .75000E+00
73 .70408E400 .75000E+00

Provecto e Mimgitalizacion e TWewis

Responsable FEL.H . A lbeerio JPebdro Forandr FElebina
Colaborabores: Estanislaoc Ferman dHarcia
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94 .25000E+00 .10000E+01
95 .50000E+00 .10000E+01
117 .25000E+00 .12500E+01
118 .50000E+00 .12500E+01
DATOS DE LOS ELEMENTOS
NEL NMTL NUMERO NODO
1 g 1 2 25 24
68 1 71 72 95 94
90 i 94 95 118 117
ELEMENTO POSICION TAU (ZX) TAU (2Y)
1 NoDO 1 .13850E+04 .00000E+00
_GENTRO .4 1, .13552E+04 .17616E+02
: 25( r:i%25ﬂﬁ*ﬁﬁh .35232E+02
6%jﬂi, < -122967 63 .. 44578E+03
P N7 e L/ :89592E+03
= * .13451E+04
(00, s 18’ E+04
'\ T oYE+04
'.I'fri'j' 3 1.\ sm-oq
I'|' |'||
VOL. BAHO(PH 04 :-
ELEMENTb MAY]/ VOL (PHI)
W +o4" .4006E+04
|
Los valores teoricos |s qe la Qi)seccu)n (2.10). El valor

YN/em” ) sera para un
y el angulo de torsion

que se ocupa del

por unidad de lon&:tu De 16 anterior se tiene que:
. [ [, ||
11 50(28°8 +.c'h). - “1396(35 Ly
L*Er J) : 6.28 ?7,
*-a.x‘ s
% v g
T e 396
S, o (2tb+chyr=;
O\ A 7
2! L
Valores resultantes de la primera corrida con 61SLDAT:
ELEMENTO  TAU(ZY)MAX ELEMENTO  TAU (ZX)MAX VOL (PHI)
33 -.9286E+03 129 -.8478E+03 .1229E+05

Valores resultantes de la segunda corrida con 62SI.DAT:
ELEMENTO  TAU (ZY)MAX ELEMENTO TAU (ZX)MAX VOL (PHI)
90 .1868E+04 68 -.147SE+04 (.4006E+04) *4= 16024

Los resultados de las corridas del programa indican que los valores maximos de
esfuerzos se encuentran en la unién entre alma y patin, estos valores aunque maximos,
no setomaran en cuenta en la comparacion final, pues los valores maximos tedricos
se calcularon para un maximo esperado en la mitad del patin sin tomar en consideracion
la concentracion de esfuerzos en la union patin-alma.

POrovecto e Migitalizacion e Weais
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Los valores encontrados seran :

112
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Valores resultantes de la primera corrida con 61SLDAT:

ELEMENTO POSICION TAU (2X) TAU (Z2Y)
11 NODO 11 .83454E+03 .00000E+00
CENTRO .84119E+03 - .66464E+01
NODO 35 .84784E+03 -.13293E402
12 NODO 12 .84784E+03 .00000E+00
CENTRO .84119E+03 .66464E+01
NODO 36 .83454E+03 .13293E+02
129 '83&54E+03- =, 13293E+02
J <.84d192%0, .—k 66465E+01
y X Jooapoz+oo
= =
i -
T, 43294 g
ﬁ )\ 4 . 654 f ’FE 1
\E =4 ooa ~oo

Valores resultant"# de

|
1
ELEMAFT(

[ TAU(Z2Y)

||00000E+00
‘ .17610E+02
}35232E+02

| 7

RESULTADOS seﬁcuqt@s T
TR

20000

15000
10000

5000

6181

6251

TEORICO

SECCION RECTANGUL HA. NN
PROB. t “@- = :-;' OtMAX
FE 848 | 1 — et A ==
62SI 1385 [ 16024 " =
TEORICO 1396 16287 ““'h-,____ -
T LI Ege
TN 9%y
s‘om
; 4007
o i 200+

Provecto e DMigitalisacion e Tewis
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CONCLUSIONES :

En el presente trabajo se presento el problema de torsion y su efecto en barras
de diferentes tipos de secciones, el problema se expuso desde sus fundamentos hasta su
tratamiento por el método de elemento finito, estos principios sirvieron para elaborar un
programa de computadora, con el que se resolvieron las secciones mas comunes, para
cada una de éestas se elaboraron dos o tres mallas, cada una con diferente numero de
elementos y de nodos, obteniendo resultados aproxxmados que muestran como el método
converge a la solucwﬁfteaﬂ el n 'éntd"ﬁﬂm por su naturaleza ofrece la
ventaja de mostrar un ' -general del pfthgJ ‘ a?vdar resultados en los nodos de
una malla qug abarca m&aﬂiﬁ-setc*lﬁn, c.em ,e'gl‘b-,pe'd’emos apreclar como varian los
esfuerzos edﬁtoda las seccion. ~ jl

.‘ — ; . 1 \_*-\_‘-",.4.
| S
IH'II\'

ol
o i

Se comprobo qUe los|esfuerzos maximos son detect% ;
como un ejempiﬁp, en [a,seccion i (seccion 5.3:6). se
esfuerzo en la union patm;:! eﬁ-gengal én f’odas?
esfuerzos méxiliﬂos ' i
elemento finito.

n precision por el programa,
izaron las concentraciones de
sceiones sometidas a torsion los
entaja mas de la solucion por

dos tanm derﬂps.
dependen de chhos'\ ores ggm se‘ha
nimero de elg_mntos ¢

e son Tactores importantes el
rfion y étnumero de nodos. Por

0 3 3 gular {seccion 5.3.1), la primera
malla que se utilizo' es de tr‘és B ! ; g lares ¥ uno rectangular, la segunda
malla es de 55 elementos,_LO tna sulares 45 | recla_g_gulares la tercera malla es de 400
elementos, todos tnanguliales, en la pnmera ma,}}a" ten_e»r\ios un error aproximado del 32%
en el esfuerzo y 12% en el momehio torsionatite, en la segunda malla tenemos un error
aproximado del 7% en el esfuerzo y 1% en el momento torsionante, con lo que se
comprueba que con mas elementos tenemos mejor aproximacion, en la tercera malla
encontramos un error aproximado del 0.69% en el esfuerzo y 0.23% en el momento
torsionante, con lo que los valores son casi los teoricos, esto se consiguio, ocupando mas
elementos, pero lo verdaderamente importante es la distribucion de los elementos;
distribuyendolos de tal manera que elementos mas pequefios estén en la parte de la
seccion donde se necesitaba mayor exactitud, encontramos mejores resultados, con lo que
concluimos que donde se necesita conocer con mas exactitud los valores que arroja el
programa, se necesita poner énfasis en la distribucion de los elementos, ocupando para
esa zona menor distancia entre los nodos, lo que nos da elementos mas pequefios,
resultando valores mas exactos.
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También se observo que si aumentamos el niimero de elementos a una malla la cual ha
dado resultados aceptables, por ejemplo la segunda malla del problema en la seccion
rectangular, la aproximacion se incrementa poco, contrariamente con el trabajo de
preparacion de datos para el programa, por lo que se concluye que el nimero de
elementos debe de ser suﬁgmt )Ls:: debev bugqgr una distribucion adecuada, lo que nos

dara la mejor aprox1ma ‘_.{ T‘ﬁ‘ M,

"

"--h '—ﬂ_".7:"::—-‘-ML nr 00 DO ""-:!h r_._l_"-\_-_.;"r :-.':""\.
En las seccnone:iﬁrémcn res, como la circulary -ylla ellpth& se conslg}no"lhna aproximacion

muy buena, consé u ﬁ EE’EREIE "me‘l'g"'ii.\o muy grande de

elementos y snl't un te con los problemas
bCuparon, en general 3 ma‘llas 7.

rectangulares, donde se xactitud buscada solo se
' -

consiguid con un NUMErQ.gr: de‘d@—‘elementos y uscandd-una distribucion adecuada,
|

esto sefiala el problema 20 qui ¢ctangulares, por lo que se

tiene que poner rhayor enfasis—en 2an resultados con buena

aproximacion. e |

.

I_I

da fbuenos resultados si
£S. RO nbioy i estamos interesados en

cantidades relacr@das can,Aas ‘derivada cesitd % a malld fina de elementos
lineales o varios elémentos cuadraticos-Los, cle W adratlcos son elementos con
i iony ero-de‘nodos, s¢ ha encontrado en otros
trabajos que elementos con | mavor numero-de-nodos gan; xfnejor aproximacion, por lo
que un problema con eleme@s,déxlps llamados cuadraticos dara un mejor resultado con
pocos elementos, representando mends -trabaje > preparacion de datos. En éste trabajo
se ocuparon elementos lineales y biliniales, por su simpleza, pero una futura mejora del

programa, seria incorporar elementos cuadraticos, con lo que se mejorara la exactltud de
los resultados, ocupando menor numero de elementos.

e
También se observq que U ente burda
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APENDICE A
DATOS DE ENTRADA PARA PROGRAMA " TOR .EXE ":

A).- TITULO :

Tres renglones de datos que describan cl problema por resolver.

B).- PARAMETROS :
1)- NP = Nuamero de ecuaciones (niimero de nodos).
2)- NE = Numero de elementos.
3)- NCOEF = Numero de juegos de ecuaciones coeficientes 3 maximo.
4)- NDBC = Nuamero de elemento con lados con condiciones de frontera.
5)- ITYP =Tipode pro_t_)gs:ma L)~ lqrswn
6)- [PLVL = Impresg?ﬁ mﬁw ng;dezw velctor ?m cada elemento.
o AR Y ', 1o,
7-MESH = Tipo de\ @e -'"mﬁiﬂefml,l ES"
0).- No stfdesea generecid T ,.rf
1).- Geng '. on m‘togonareﬂ X 3 enﬂ?_ t:Il:mentos simples ortq al
2).- Gen mem en lineas de nodos v elementos-para malla mas y:pados

DX(I) = Brpple 3
DY(I) = Propiedad dg | =10

PO =
Q(D- —Cogg

(ST MESH=0): )\ ,
01).- COORDENADAS P MENTO:| " o) ./ /, |7y
DA)+ mrde adiis ¢ > Tos fia . gl

02). DATOS}?ELELE= , ” &

NMLT(N ), -—_En{ero que-espeehﬁm’ffucgogmecﬂacmnes

NEL(N.1) & ﬁgﬂ:ﬁo que corresponde 4 nodo/l para este elemento.

NEL(N.2) -Numero:que ¢orrespogd£ al nodo J para este elemento.

NEL(N.3) = Numero que corresponde al nodo K para este elemento.

NEL(N.4 = Numero que corresponde al nodo M para este elemento.
(para el elemento rectangular NEL(N.4)=0).

(SIMESH=1 0 SI MESH=2.
IELTYP = Tipode elemento.
0 = Triangulares.
1 = Rectangulares.
NPE = Nodos por elemento.

(SIMESH=1)
NX = Numero de elementos en X.
NY = Numero de elementosen Y.

X0.DX(I) = Coordenada global del primer nodo en X. y la longitud de
espaciamiento de los elementos.

Y0.DY(I) = Coordenada global del primer nodoen Y.y la longitud de
espaciamiento de los elementosen Y.
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(SI MESH=2)
NE = Numero de elemento.
NP = Numero de nodos.
NRECL = Numero de lineas de nodos en la malla (respecto al eje X).
NODI1 - = Primer nodoen la linea.
NODL = Ultimo nodo en la linea.
NODINC = Incremento constante en el nimero de nodo en la linea .
X1 = (Coordenada global X de NODI.
Y1 = Coordenada global Y de NODI.
Xl = Coordenada global X de NODL.
YL
RATIO
NRECEL
NELI1
NELL
[ELINC : "'
NODINC T ,.
NPE - N’Iﬁ'mero de nod g.n_cada elementos i
NODE(I) = Aﬁeglo ; *j_,EEiel primer el.enf/ ni ¢ on|

Para elementos especia Es que
meter uno por uno de e os ele

IDBC(L1) - Namerd de elémeiis
IDBC(1.2) - Ladg dél ele
DBC(L.1) - (

%
F) .- SUBRUTINA MODIPI’N
ENTRADA PARA VALORE Aﬁ DE FUERZA zj/
PARA PROBLEMAS DE C e /
IB - Numero de nodo.
BV -Valor.

PARA PROBLEMAS DE MECANICA DE SOLIDOS:
IB - Grados de libertad de la fuerza.
BV -Valor de la fuerza.
La entrada tanto de IB como BV es terminada cuando se encuentra un valor cero 0 para [B.

ENTRADA PARA VALORES NODALES PRESCRITOS .
PARA PROBLEMAS DE CAMPO:
IB - Numero de nodo.
BV -Valores conocidos de ¢ (phi).
PARA PROBLEMAS DE MECANICA DE SOLIDOS:
IB  -Grados de libertad de los desplazamientos conocidos.
BV -El valor del desplazamiento.
La entrada tanto de IB como BV ¢s terminada cuando se encuentra un valor cero 0 para IB.
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APENDICE B
LISTADO EN FORTRAN DE PROGRAMA " TOR .E

$DEBUG
INCLUDE 'FGRAPH.FI'
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
INCLUDE 'FGRAPH.FD'
PARAMETER (NRMAX=500, NCMAX=500, MAXELM=500, MAXNOD=700, MAXSPV=500
& MAXSSV=100, MAXCNV=100, MAXNX=100, MAXNY=100)
COMMON/ELMATX/ESM(4,4) ,EF(4) ,%X(4),Y(4),KL
COMMON/MATL/DXE, DYE, PE, QE
COMMON/HCV/IDBC(SO 2) DBC(SQ 2) ,NDBC

[

-

enierida

-

WRITE (4
opEN(INUFIL:
OPEN (10 FILE—"p
OPEN (KT ,\FILE=

*) 140

READ (IN, )
READ(IN 1N
WRITE (IQ,5)

WRITE{IO )
WRIT£(10,$)
IF (NE.

e I
dIninersinpan Peracrusana

:} c
‘* c
c
| - [
| ISTOP=0
fEo
- c COMPARACION DE
.—-.h € ™
| IF(NP.LE.700) GO TO 600
1& WRITE (IO, 10)
1 . ISTOP=1
- c COMPARACION DE NE
c
E;? 600 IF(NE.LE.500) GO TO 601
‘ WRITE (IO, 2)
. WRITE(*,2)
| ISTOP=1

COMPARACION DE NDBC

(ol o R

601 IF(NDBC.LE.50) GO TO 602
WRITE(I0,47)
WRITE(*,47)
ISTOP=1
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COMPARACION DE ITYPE

IF(ITYP.LE.5) GO TO 603
WRITE (10,101)
ISTOP=1

COMPARACION DE NCOEF

IF(NCOEF.LE.5) GO TO 109
WRITE (I0D,604)

WRITE (*,604)

ISTOP=1

109 IF(ISTOP.EQ.1l) STOP

—
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LECTURA DE LOS CQ,E-?ICIENTES ECUACI 5 Y DE
LAS COORDENADAS; ATGELﬂ ES D!
ST NO SE PIDE/GENER D sﬁr

{\- —

READ (IN, (DX(-, o
r“-" = W00 D

chz'v \DM/S PARK I.A G DE MALLAS ) f'ﬁ;
= "'-..

o I

f

TF(MESH
(IN b

“\ 1F{

\

HI EN
ENDIF !

IF(MESH.Nﬁ}l)
IF (MESH. EQ
W

LA MALLA NO ' ED

DE LA MALLarﬁ
¥ I

READ(IN'E&J(XC(I
READ(IN’*)HQYC(I),‘-
NID=0
DO 9 KK=1, NE
READ (IN, *) N,NM&L(KK . A 73) .
IF((N-1) .NE.NID)Y, 1bh“\ ,gfﬁﬁf 3
WRITE(IO,17) N '8 HKH* n =
WRITE(*,17) N =4 _n_ff-"L;éif
ENDIF

9 NID=N
ELSE

CUANDC LA MALLA SE GENERA PARA PROBLEMAS CON GEOMETRIAS
MAS COMPLICADAS LLAMAR MSH2DGENERAL (EL CUAL LEE LOS DATOS PERTINENTES)

CALL MSH2DG (NEM, NNM, NEL, MAXELM, MAXNOD, GLXY)
ENDIF
ELSE

CUANDC LA MALLA ES GENERADA PARA DOMINIOS RECTANGULARES LLAMA A LA
SUBRUTINA MSH2DRECTANGULAR EL CUAL REQUIERE LOS SIGUIENTES DATOS

CALI. MSH2DR (IEL, IELTYP,NX, NY, NPE, NNM, NEM, NEL, PX, PY, X0, YO,
= GLXY, MAXELM, MAXNOD, MAXNX , MAXNY)
ENDIF
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IF(MESH.NE.O) THEN
NP=NNM
NE=NEM
bo 201 1=1,NP
XC(I)=GLXY (I, 1)
201 YC(I)=GLXY(I,2)
DO 202 I=1,NE
202 NMTL (I)=1
ENDIF

SALIDA DE TITULO Y PARAMETROS.
WRITE (IO, 4) TITLE,NP,NE, ITYP, IPLVL,MESH

SALIDA DE LOS COEFICIENTES DE LAS ECUACIONES.

1 ‘ A

WRITE (IO, 48 P4 { ,.-} "‘f".--', oy e

WRITE (IO, 15{%-‘ T3 DY (1), P, @ (FIRT= F)
3 p . ! o

= OO 000 2

. I )
v ].‘.frjf’ g i P il ) N fﬁiﬂzﬂ

kk‘l._?r I||
y
i
1 I'I:l'l
WRITE('f ,8) fl
DO 19 1, e f i . il
IF (NEL (%, 4)|. ‘ A | ,~I)FI=1,3)
19 IF(NEL( ,4)”)_“4 E! N, NMTL (N} N, 1) J1=1,4)
LLAMA A VI VALORES,
¥ HACER,I EN}%‘;{ACIC‘)N DE MALLA
CALL GRA,‘FI A f'.'f
LECTL@}I&' ESGF D cro»fg&jbE FRONTERA
IF (NDBC:EQ. 0) f?"
WRITE (10, 39) 4
DO 45 I=1,

el
BESY 1051, 3), %&%‘E/I fty
45 WRITE(IO ) E } - IDBC T, 2) DB W BE (T, 2)
O\ M\

ANALISIS DEL NUMERO DE NODOS
INICIALIZACION DE UN VECTOR DE COMPARACION.

72 DO 500 I=1,NP
500 ICK(I)=0

COMPARACION PARA VER SI ALGUN NODO EXCEDE EL NUMERO NP.

DO 501 I=1,NE

KL=4

IF(NEL(I,4).EQ.0) KL=3

DO 502 J=1,KL

K=NEL (I, J)

ICK(K)=1
502 IF(K.GT.NP) WRITE(IO,503) J,I,NP
_501 CONTINUE
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COMPARACION PARA VER SI LOS NUMEROS DE NODOS HASTA NP ESTAN INCLUIDOS

DO 505 I=1,NP
IF(ICK(I).EQ.0) THEN
WRITE (IO, 506) I
WRITE (*,506) I

ENDIF

CREACION E INICIALIZACION DEL VECTOR A .
CALCULO DEL ANCHO DE BANDA.
INBW=0

NBW=0
DO20KK=1,NE

e a@qf"
IF (NEL (KX, 4) .E@.0r-
DO 25 I=1,KL"
NS(I)=N€&§g€I)

LK=KL-1 -

‘\"'\.
9021:=14ﬁgﬁﬁ F
IJ=I+1 |4
D021J=IJ§
NB=IABS (N§ (I)-N
IF (NB.EQ.() THE
WRITE (IO, 3%) KH
WRITE(*,zﬁ?\ q

ENDIF
IF(NB.LE.N Y) G

INBW=KK
NBW=NB

CONTINUE i
CONTINUE ||
NBW=NBW+1 H
WRITE(IO,Zi&

JGSM=JGF+N
JEND=JGSM+NP*}B
write(*,*) 'JENi
IF(JEND.GT.19850)
DO 24 I=1,JEND

24 A(I)=0.0
GO TO 30

22 WRITE(IO,23)
WRITE (*,23)
GOTO 1000

30

GENERACION DEL SISTEMA DE ECUACIONES .

DO 32 KK=1,NE
KL=4
IF (NEL (KK, 4) .EQ.0) KL=3

RECUPERACION DE LAS COORDENADAS Y NUMERO DE LOS NODOS.

DO 31 I=1,KL
NS (I)=NEL (KK, I)
J=NS(I)

X (I)=XC(J)

31 ¥(I)=YC(J)
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COEFICIENTES DE LOS ELEMENTOS.

II=NMTL (KK)

DXE=DX (II)

DYE=DY (II)

PE=P(II)

QE=Q(IT)

CALCULO DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ DE ELEMENTO Y VECTOR DE FUERZA.
CALL ELSTMF (KK, IPLVL)

PROCEDIMIENTO DIRECTO DE RIGIDEZ

DO33I=1, KL %
II=Ns(1) ¥ F
A(JGF+11) =& (JGE

D034J=1,KL N

|
MODIFI I0ON
SALIDA

WRITE (10}{62)| |
CALL MOD%FY (1B

CALL DCMZEBD
CALL SLVBD
b

SALIDA DE| LOS
WRITE (o)

COMENZANDO EL

ILINE=0
DO83KK=1, NE
IF(ILINE.GT.0) GO TO 110

SALIDA DE LOS ENCABEZADOS DE GRADIENTE.

WRITE(IO,43) TITLE

IF(ITYP.EQ.1l) WRITE(IO, 44)
IF(ITYP.NE.1.AND.ITYP.NE.5) WRITE(IO,147)
IF(ITYP.EQ.5) WRITE (IO, 146)

INCREMENTO DE LA LINEA DE CONTEO.

KL=4

IF(NEL (KK, 4) .EQ.0) KL=3
IF (KL.EQ.4) ILINE=ILINE+4
IF(KL.EQ.3) ILINE=ILINE+2
IF(ILINE.GT.50) ILINE=0

roveeto e DMigitalisacion e Tewis

B esponsable FF.HH. A lbreerio Pedro Forandi FFlebina
Colaborabores: Estanislao Ferman darcia

AFIL. B . Enurvigue Bobrigues: Flagana



eria
3aTa

ddnMinersinDpan Peracriu

-

o Anstituto e IInnagent

anan

40

Qa0

naOn

OO0

a0

10N

QOO0

Uesis be MHlaestria

122

RECUPERACION DE LAS COORDENADAS NODALES ,EL NUMERO DE NODO
Y LOS VALORES NODALES DE PHI

s5p=0.0
DO40I=1, KL

NS (I)=NEL (KK, I)
J=NS (I)
X(I)=XC(J)
Y(I)=YC(J)
PHI(I)=A(J)
SP=SP+PHI (I)

COEFICIENTES DE LOS ELEMENTOS PARA LOS VALORES GRADIENTES.

II=NMTL (KK)
DXE=DX (II)
DYE=DY({II)

EVALUAC

B(3)=¥(1)-
C{1)=X(3)=
C(2)=X(1)-
C(3)=X(2)- |
AR2=X(2}*Y(%)+)
GRADx=(B(1ﬂ PHI (

GRADY=(C(1{FPH1

A

GRADX=DXE*CG X+

GRADY=DYE*
[

] :
SALIDA ?ﬁﬁ@&TORSI'

= ‘
IF(ITYP.LE.éTﬁ%i?TE

SALIDA PARA EL FL

NCIAL, SUBTER
IF(ITYP.GE.3) WRITE(IO,52) 4ﬁ£;5§

IF (ABS(GMX).LT.ABS(GRADX)) THEN

GMX=GRADX
KMAX=KK
ENDIF

IF (ABS(GMY).LT.ABS (GRADY)) THEN

GMY=GRADY
KMAY=KK
ENDIF

CALCULO DEL VOLUMEN BAJO LA SUPERFICIE PHI DEL ELEMENTO.

VOL=VOL+SP*AR2/6.0

GOTO 83
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ELEMENTO RECTANGULAR .

51 AR=Y(4)-Y (1)
BB=X(2)-X (1)
AR=AA*RB
GDX (1)=(PHI (2)-PHI(1))/BB
GDX (2)=(-PHI (1)+PHI (2)+PHI (3)-PHI(4))/(2.*BB)
GDX (3)=(PHI (3)-PHI(4))/BB
GDY (1)=(PHI (4)-PHI (1)) /AA
GDY(2)=(-PHI(1)-PHI (2)+PHI (3)+PHI(4))/(2.*AA)
GDY(3)=(PHI(3)-PHI(2))/AA
Do 82 1=1,3
GDX (I)=DXE*GDX (I)*GRDC(ITYP,1)

82 c;mf(I)—DYE*'GDY(IMG-RDC(x'rag;:,i*n‘:r,"lI

Al U P W
-1))) THEN .

MY) . LT. ABS_LGDY(IJHJT:MN; | _\.\\ @I

- ‘ |l|
'l'
l

i

T

WRITE (10}/53) jae
WRITE (IQ,54)
WRITE(IO?SS)

—
E

GOTO 86

)
SALIDA P NCIA DE CALOR.

85

CALCULO DEL ‘¥OLUME

86 VOL—VOL+SP*AR)%
83 CONTINUE xmﬂj

WRITE (*, *) ' KMAX, GMX, KMAY, GH; KMAX GMX , KMAY, GMY
SALIDA DEL VALOR INTEGRAL.

VOL=VOL*2
IF(ITYP.EQ.1l) WRITE(IO,56) VOL

SALIDA DE LOS VALORES COORDENADOS, HACIA UN ARCHIVO (.SCR),
PARA GRAFICAR EN AutoCAd.

DO 200 N=1,NE
WRITE (KT, 213)
DO 100 1=1,4
KX=NEL (N, I)
IF (KX.EQ.0) GO TO 100
IF ((XC(KX).LT.1l.).AND. (YC(KX).LT.1l.)) THEN
WRITE (KT, 212)XC (KX) , YC (KX)
GO TO 100
ENDIF
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IF((XC(KX).GE.10.) .AND. (YC(KX) .GE.10.)) THEN
WRITE (KT, 218) XC (KX) , ¥C (KX)
GO TO 100
ENDIF
IF ((XC(KX).GE.l.).AND. (XC(KX).LT.10.)) THEN

IF( (YC(KX).GE.l.).AND. (¥YC(KX) .LT.10.))WRITE (KT, 215)XC (KX) , YC (KX)

IF (YC(KX).LT.1.) WRITE (KT, 216)XC (KX), YC (KX)
IF (YC(KX).GE.10.) WRITE (KT, 222)XC(KX), YC (KX)
GO TO 100

ENDIF

IF ((YC(KX).GE.l.).AND. (YC(KX).LT.10.)) THEN
IF (XC(KX).LT.l.) WRITE (KT, 213%%&(!0{) , YC (KX)

TE“ 22 ) IC(I?(')',"?(_F.UL

¥ .'\_..
1 100 g
o g.:#"" S -:Tm'::"'ﬁf;%- .: ﬁ]
I = Ty
c il H IVERSIDAL }'f
c LLAMADO AlLA SUB e, LA CUS L CRAY 0S ELEMENTOS
c DEL PROBLEMA. (LA SMBRUTINA SE PUEDE L N NCIP o o agui,
c séLo QUE AQui, |QUALQUIE i r 2 _mm
: on bl
c CALL GRA}%&ICA 3 3 ,VOLII,]I
e AMAXBLM - |
c == <
e SALIDA EN zﬁ\ PANZRLIA- 1A IMA :
e ; : ("] ,
WRITE (*fl11) ” \

WRITE (*3312) | JRMAX,

WRITE (IO}j111 \
WRITE(;QF‘ 12 w
REGRESA AfS) Iom:o .a-. dﬁ *&O“NIT?

000 CONTINUE ”
READ (*,*) g be p:gésed

dummy = setwvi g\omode( SDEE "!li!uL.l'

STOP 2 Kﬁ?\\w\ ’,/‘ /,— )

=000

2 FORMAT (10X, 30HEL No DE ELEMENTOS EXCEDE 500/
* 10¥, 16HINPUT TERMINA )
FORMAT {20A4)
FORMAT (1H1/10X,20A4/10X,5HNP = ,I5/10X,5HNE = ,I5
* /10%, 8HITYP ,12/10%X,8HIPLVL = ,I2
A /10X, SHMESH LEZ)
FORMAT (10X, 20A4)
FORMAT (15X, I3,5X,I3,2X,414)
FORMAT (1H1///10X,20A4//10X, 22HDATOS DE LOS ELEMENTOS/15X,
* 3HNEL, 4X, 4HNMTL, 4X, 12H NUMERO NODO)

=
o

@ -]

10 FORMAT (10X, 30HEL NUMERC DE NODOS EXCEDE 700/
* 10X, 16HINPUT TERMINA )

IF ((XC(KX).GE.10.).AND. (YC(KX).LT.1l.)) WRITE(KT,219)XC(KX), YC(KX)
IF ((XC(KX).LT.l.).AND. (YC(KX).GE.10.)) WRITE (KT, 220)XC(KX} YC (KX}
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11 FORMAT (//10X, 19HCOORDENADAS NODALES/10X,

4HNODO, 5%, 1HX, 14X, 1HY)

12 FORMAT(10X,I4,2E15.5)

16 FORMAT (14X,I2,4E15.5)

17 FORMAT (10X, 8HELEMENTO, I4,18HNO TIENE SECUENCIA)

FORMAT (10X, 30HDIMENSION DE UN VECTOR EXCEDE )

FORMAT (/10X, SHELEMENTO, I3, 18HTENEMOS 2 NODOS  /
10X, 25HCON EL MISMO NUMERC NODO )

*

23
26

-

27 FORMAT (//10X,21HEL ANCHO DE BANDA ES

e Hlaestria

,I4,15H EN EL ELEMENTO, I4)

FAnstituto De FIngen
dIninersinpan Peracru

43 FORMAT (1H1///10X,20A4)
44 FORMAT (//10X, SHELEMENTO, 4X, 8HPOSICION, 7X, THTAU (ZX) ,

* 8X, THTAU (ZY) )
47 FORMAT (10X, 35Hnagps DE LAS. CONDGIONES DE FRONTERA/

* 25HDI S TQNE ,Excmﬁsninﬁtr 50/10x, X

- ~ ¥
48 ﬁr“m
43 ) ; SOURTA CONﬁirzoﬁ“Q?f 1

HELEMENT, 4X, 4§LAQQ 7x 2HML, 13X, 2HSL )

52 : i
53 I
54 o1 fi
55 |, 13, 2E15.5) 'f
56 {PHI) PARA “EE ,E15L5 //)

66 FORMAT (1PX, I
71 FORMAT (15X, Ij4] oX
101 FORMAT(IHX 1

-

111 FORMAT(

*  10HTA (zx ]
112 FORMAT (6%|)I5, [l .~
147 FORMAM/ nox : X'.'{Jh
.LOX, Rt
146 FORMAT Q xj},,f;"r
212 FORMAT (F6.5,%, i

213 FORMAT ('PLINEY)
214 FORMAT('CLOSE' P
215 FORMAT (F6.4,
216 FORMAT (F6.4,

: 2
L] 1
’
217 FORMAT (F5.5,',' F6.4) e
218 FORMAT(F7.4,',',F7.4)
219 FORMAT (F7.4,',',F6.5)
220 FORMAT (F6.5,',',F7.4)
221 FORMAT (F7.4, !, ', F6.4)

222 FORMAT (F6.4,',',F7.4)
503 FORMAT(/lOX,4HNODO,I4,11HDE ELEMENTO, I4,
¥ 13HEXCEDE NP = ,I4)
50€ FORMAT (/10X, 4HNODO,I4,15H DOES NOT EXIT )
€04 FORMAT (10X, 15HNCOEF EXCEDE 5/10X,
* 15HINPUT TERMINADO)
END
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SUBROUTINE ELSTMF (KK, IPLVL)

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2Z)
COMMON/ELMATX/ESM(4,4) ,EF(4),X(4),Y(4),KL
COMMON/MATL/DXE, DYE, PE, QE
COMMON/HCV/IDBC(50,2) ,DBC(50,2),NDBC

DIMENSION ES(4,4),ET(4,4),EG(4,4)

DIMENSION B(3),C(3)

REAL LG

DATA ES/Z.,=-2.,-1.,1. 2 ,2.;1.,-1.,-1.,1.,2.
DATA ET/2.,1.,-1.,-2.,1.,2.,-2.,=1.,=1.,-2.,
DATA EG/4.,2..1..2.,2., 4 I 00 R, (B D
10=61

IF(KL.EQ.4) GO TO 2

D yidap ey =20, 2.
Lo 8a =112
1.,3.,4.F

ELEMENTOS LINEALES TRIANGULARES SIN LAS CONDICIONES

DE FRONTERA

B(l)=¥(2)=-Y(3)
B(2)=Y(3)-Y(
B(3)=Y(1)5
c(1)=%X(3
Cl2)=%X{1
c(3)=x(2)

AR2=X (2) *
* -X(3)%
IF (ABS (AR2)| LT.
DO 11=1,3 |
EF(I\—QE*Aﬁ%/G
DO 1J=1,3
A=1.0
IF(I.EQ.J) Ak2.
ESM(I,J)= ((?g

iﬂ,«*’

-

IF (NDBC.EQ. H)
GO TO4 ﬂh

ELEMENTOS R ANGY L2

DE FRONTERﬁ%ig

2 BASY(4)-¥(B._
1?\

BB=X (2)-X(
AR=AA*BB

IF (ABS (AR) .LT.0.0001) GO

DO 3 I=1,4 Eiffﬁﬁﬁgl

EF (I)=QE*AR/4.

DO 3 J=1,4 = fﬁﬁﬁ_

: mg ,ﬁrx; Dytans

3 ESM(I,J)=DXE*AA*ES(I,J)/ (6. *BB)+DYE*BB*ET{I J)/(6.*AA)+

* PE*AR*EG (I, J) /36.
4 IF (NDBC.EQ.0) GO TO 7

CONDICIONES DE FRONTERA

DO 11I=1,NDBC

IF(IDBC(I,1).NE.KK) GO To 11

J=IDBC(I,2)

K=J+1

IF(J.EQ.KL) K=1

EF (J)=EF (J) +DBC(I,2) /2.

EF (K)=EF (K) +DBC (I, 2) /2.

ESM(J,J)=ESM(J, J)+DBC (I,1) /3.

ESM(J,K)=ESM(J,K)+DBC(I, 1) /6.

ESM(K, J)=ESM(J, K)

ESM (K, K} =ESM (K, K) +DBC (I, 1) /3.
11 CONTINUE
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SALIDA DE LAS MATRICES DE ELEMENTOS

IF(IPLVL.EQ.0) RETURN

WRITE(IO,8) KK

DO ¢ I=1,KL
WRITE(IO,10) EF(I), (ESM(I,J),J=1,KL)
RETURN

DIAGNOSTICO DE LAS SALIDAS.

WRITE (10, 6) KK

WRITE(*,6) KK

FORMAT (//10X, 19HEL AREA DEL ELEM, I4,
20H ES MENOR QUE 0.0001/

SU'BROUTL#E

IMPLICIT REAL
COMMON /AW /A (|1
DATA IN/I} 0/,

ENTRADA\bE.
PARA PROB]

—

-_.-'
NIW=0 |
READ(I ) IB

IF(IB.LE.T GO
IP(NIW.EQ.O
IF(NIW.EQ.O.AYD.

NIW=1 \"‘»
READ (IN, *) BV ,
A (JGF+IB) =A(JGF+§B.V+BV
WRITE(I0,203) IB,BV

GO TO 202

ENTRADA DE LOS VALORES NODALES PRESCRITOCS,

PARA PROBLEMAS DE CAMPO.

NIW=0

READ (IN,*) IB

IF(IB.LE.Q0) RETURN
IF(NIW.EQ.0.AND.IFE.EQ.0) WRITE(IO,212)
IF{NIW.EQ.0.AND.IFE.EQ.1) WRITE(IO,b208)
NIW=1

READ (IN, *) BV

: NUMEROS B,Ewo‘npa ESTAN EN.

DESORDEN /

MODIFICACION DE LA MATRIZ GLOBAL DE RIGIDEZ Y EL VECTOR GLOBAL
DE FUERZAS USANDO EL METODO DE ELIMINACION DE COLUMNAS Y RENGLONES.

K=IB-1

DO 211 J=2,NBW
M=IB+J-1

IF(M.GT.NP} GO TO 210

rovecto be Migitalizsacion e Wewis
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IJ=JGSM+ (J-1) *NP+IB- (J-1)*(J-2)/2
A (JGE+M) =A (JGF+M) -A (1J) *BV
A(IJ)=0.0

210 IF(K.LE.0) GO Tg 211
KJ=JGSM+ (J-1) *NP+K- (J-1) * (J-2) /2
A (JGF+K) =A (JGF+K) -A (KJ) *BV
A(KJ)=0.0
K=K-1

211 CONTINUE
A(JGF+IB) =A({JGSM+IB) *BV

221 CONTINUE
WRITE (IO, 203) IB,BV
GO TO 209

200 FORMAT {//10X, 22HSOURCE AND SINK VALUES)

201 FORMAT (//10X,31HFUERZAS CONCENTFADAS Y MOMENTOS)
203 FORMAT (10X, I3,E}S. 54", JTERA T
208 FORMAT (//10X, 28HALeR : Nﬁ.' DE!DESPERZT

212 FORMAT {//10X,32HValong DALES, CON:

: .

END . Mh:‘ e ‘-.m‘ ﬂxh
|":|I|

I

SUBROUTINE 'l"l'l
IMPLICIT R |I !

DESCOMPOSICI}C}N §
TRIANGULAR| UPER
{

A
NP1=NP-1 )
DO 22% Im,]qs#lbl
MI=I+NBWFL M|
IF (MJ.GT A8 MJI=NE
NI=I+1 .

MK=NBW Y
IF ( (NP-I+1).LT.4/BW)
ND=0

DO 225 J=NJ,MI N \ /f—?—?«
ME=MIC-1 " S (2
ND=ND+1 _/f AW

NL=ND+1

DO 225 K=1,MK

NK=ND+K

JK=JG5M+ (K-1) *NP+J- (K-1) * (K-2) /2
INL=JGSM+ (NL-1) *NP+I- (NL-1)* (NL-2) /2
INK=JGSM+ (NK-1) *NP+I- (NK-1) * (NK-2) /2
II=JGSM+I

ASEGURANDO QUE NO EXISTA DIVISION ENTRE 0
IF{A(II).LE.0.0) A(II)=1

225 A(JK)=A(JK)-A(INL)*A(INK)/A(II)
226 CONTINUE

RETURN

END
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SUBROUTINE SLVBD

IMPLICIT REAL*S

(A-H,0-2)

COMMON/AV/A (19850) , JGF, JGSM, NP, NEW

NP1=NP-1
DESCOMPOSICION

DO 250 I=1,NP1
MJ=I+NBW-1

DEL VECTOR GLOBAL DE FUERZA.

IF(MJ.GT.NP) MJ=NP

NJ=I+1
I=1

DO 250 J=NJ,MJ
L=L+1
IL=JGSM+ (L-1)
A(JGF+J)=A(

DO 251 J%Z M
N“I+J—l
J=JGSM+(lJ-1
SUM=SUM+’(IJ
A(I)=(A[3GF+ |

SUBROUTINE

IMPLICIT REAL*S

SUBRUTINA QUE CO

..'\\

: DETEﬁM{EFCION DE

o)

LOGICAL fourcolors
EXTERNAL fourcolors

COMMON/IPO/IN, IO
DIMENSION NEL(MAXELM, 9),XC (MAXNOD) , YC (MAXNOD)

XCMAX=0
TXMAX=0

DO 57 K=1,NP
IF (XCMAX.LT.XC
IF(YCMAX.LT.YC
IF( fourcolors

(K)) XCMAX=XC (K)
(K) ) YCMAX=YC (K)
() ) THEN

CALL VENTANA (NEL, XC, YC,NE, XCMAX , YCMAX , MAXELM, MAXNOD)

ELSE

WRITE(*,*) ' ESTE PROGRAMA REQUIERE UN CGA, EGA, 0',
* ' VGA graphics card.'

END IF

END
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LOGICAL FUNCTION fourcolors()
FOURCOLCRS - Function QUE ESSCOGE EL MODO GRAFICO.

INCLUDE 'FGRAPH.FD'

INTEGER*2 dummy
RECORD /videoconfig/ screen
COMMON screen

ESCOGE EL MAXIMO NUMERO DISPONIBLE DE COLORES.
— BNy
; .
CALL getvideocopfig

SELECT CASE ( M )
' =A<
OGA )

INCLUDE 'FGRAPH.

INTEGER*2 dummy, “hal!
INTEGER*2 i , Yheigh
CHARACTER*S str
RECORD /videoconfig/ screen
RECORD /rccoord/ curpos
COMMON screen

DIMENSION NEL (MAXEIM, &), XC (MAXNOD) , YC (MAXNOD)
COMMON/IPO/IN, IO
CALL clearscreen( S$SGCLEARRSCREEN )

xwidth = screen.numxpixels

yheight = screen.numypixels

cols = screen.numtextcols

rows = screen.numtextrows

halfx = xwidth / 2

halfy = (yheight / rows) * (rows / 2)

PARX= XCMAX+ (XCMAX/3S)
PARY= YCMAX+ (YCMAX/3)

window

CALL setviewport( 0, 0, (xwidth-1), ({vheight-1) )
CALL settextwindow( 1, 1, rows , cols )
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CALL settextposition{ 2,5, curpes )
dummy = settextcolor( 15)

WRITE (str,

CALL outtext(

dummy
dummy

'({12)")

INSTITUTO DE INGENIERIA * * UNIVERSIDAD
VERACRUZANA * '// str )

setwindow(.TRUE.,-PARX/5,-PARY/S5, PARX, PARY)
rectangle ( $SGBORDER, 10, 10, (xwidth-10), (yheight-10) )

CALL MALLA(NEL,XC, YC,NE, XCMAX , MAXELM, MAXNOD)
dummy = rectangle( $GBORDER, 0, 0, (xwidth-1), (yheight-1) )

READ (*,*} ! Wait for ENTER key to be pressed
dummy = setvideomode( SDEFAULTMODE )
END
n"-":-:""-
3 ‘
IMPLI
GRI DS&PE =
INCLUDA\ R
INTEGER™2
CHARACT 5*8
RECORD ideg
RECORD Xyaa
RECORD /lrced
RECORD 4rycc
COMMON
DIMENSICN NAT
COMMON/ 120/ 1
CICLO P
J
cicLol
IF (NE.
DO 5 N ..
KXC=NEL (N,"})

KYC=NEL (N, 2;

KZC=NEL (N, 3)", .z“”jzp
CX=XC (KXC) + ( ﬂﬁ%ﬁgé;;@#sz g”
CY~YC{KXC)+(YC Zc) -
CALL getviewcoord w{ CX , 7, X )

jzx=xy.xcoord

JZy=Xy.ycoord

colc= INT2(jzx*80./6392.)

rowc= INT2 (jzy*30./479.)

CALL settextposition( rowc,colc, curpos )

dummy = settextcolor( 15)

WRITE {(str, '(I2)') N

CALL outtext( '#'// str )

READ (*,*) ! Wait for ENTER key to be pressed
CONTINUE

CICLO QUE IMPRIME EN LA PANTALLA EL NUMERO DE NODO
Y LOS ELEMENTOS DE LA MALLA .

DO 20 N=1,NE
IF(NE.GT.10) GOTO 8

READ (*, *)

8 continue

! WAIT FOR ENTER
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DO 10 1=1,4

KX=NEL (N, I)
KY=NEL (N, I+1)

IF (KX.EQ.0) KX=NEL(N,1)
x=XC (KX)

y=YC (KX)

IF (KY.EQ.0) KY=NEL(N,1)
x2=XC (KY)

y2=YC (KY)

z=xcmax/100

dummy = setcolor( 14 )
CALL moveto w( X , y , WXy)
dummy setcolor( 15 )

dummy = ellipse wir$ %FOgA X-Z , yiZ2.,X+z, y+z )
IF (NE.GT. 60) > & B e
CALL getview Il_,{. b

(s,

.
]
3
for)
e
2
e

800 NJ=

IF (N.GT.W5S)
dummy = olp gl loraae - -
= Lifletol o oydd by o |7 = |
...... - I

20 CONTINUE ||
13 FORMAT('ZX,HZY -

OO0

noaoaaanonona

dummy = sgtcold '”5
A
|
SALIDA EN LA|IPANY MALLA
(sGLO SI FE- IDE '\ INCIZAL)
ks : )
. el | - o
CALL settéwsit nohy F 7Y 4 =
% e
WRITE (*,1) ¥ 4
WRITE (*,2) , KMAY, GMY, VOL -
WRITE(IO, 1) f ) . (¥
WRITE (IO, 2) , GMX JXMAY/, GMY, VO = -
1 format (6x, BHELEMENTO, 3X, 9HTAU(X) MAX, 4X, SHELEMENTO, 3X, SHTAU (Y) MAX,
* 7X, 6HTORQUE)
2 format(éx,I5,5X,E10.4,5X%,15,5%,E10.4,5X,E10.4)
END
SUBROUTINE CNCTVT (NELEM,NODES ,MAXEIM , MAXNOD , GLXY)
GENERA ARREGLO DE CONECTIVIDAD NODAL, PARA UN ESPECIFICO TIPO DE MALLA
NEL1l = PRIMER ELEMENTO EN EL RENGLON DEL ELEMENTO
NELL = ULTIMO ELEMENTO EN EL RENGLON DEL ELEMENTO
IELINC = INCREMENTO DEL ELEMENTO AL SIGUIENTE EN EL RENGLON

aaoaoaan
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C NODINC = INCREMENTO NODAL DE UN NODO AL SIGUIENTE
C NPE = NUMERC DE NODOS PCR ELEMENTO
C NODE(I)= NUMERO GLOBAL DE NODO CORRESPONDIENTE A LOS NODOS LOCALES DEL

c
c
C

M an

PRIMER ELEMENTO EN EL RENGLON

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
COMMON/IPO/IN, IO
DIMENSION NODES (MAXELM, 9) ,GLXY (MAXNOD, 2) ,NODE (9)

LEE DATOS DEL ELEMENTO

READ (IN, *) NRECEL
DO 30 IREC=1,NRECEL
READ(IN, *) NEL1,NELL,IELINC,NODENC,NPE, (NODE(I),I=1,NPE)
WRITE(*,*) NEL1,NELL, JBLINC, NODING;NPE, (NGDE(I);
IF (IELINC.LE.O) = f -

"\-

!

NINC=NING}1
DO 10 M=1}NPE |
10  NODES (N, M)|=NODE
20 CONTINUE ||
ENDIF |

30 CONTINUE Nd
DO 50 N=1,NELEM
SUMX=0.0 II
SUMY=0.0 )
NEN=NPE J

SUMY=SUMY+GLXY (M4, 2)
ENDIF

ELSE
IF (GLXY (MM, 1) .EQ.1.E20) GLXY (MM, 1)=.25*SUMX

IF (GLXY (MM, 2) .EQ.1.E20) GLXY (MM, 2)=.25*SUMY
ENDIF
40 CONTINUE
ENDIF

50 CONTINUE )
60 FORMAT (/, 'MSG from cnctvt:EL NUMERO DE ELEMENTOS EXCEDE EL MAX.')

RETURN
END
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SUBROUTINE MSH2DG (NELEM,NNODE ,NODES ,MAXELM  MAXNOD , GLXY)

GENERA PUNTOS DE COORDENADAS NODALES PARA ESPECIFICOS TIPOS DE MALLAS

NOD1 = PRIMER NUMERO DE NODO EN EL SEGMENTO DE LINEA
NODL = ULTIMO NUMERO DE NODO EN EL SEGMENTO DE LINEA

NODINC = INCREMENTO NODAL DE UN NODO AL SIGUIENTE A LO LARGO DE LA LINEA
¥X1,¥l = COORDENADAS GLOBALES DEL PRIMER NODO EN LA LINEA

¥L,YL = COORDENADAS GLOBALES DEL ULTIMO NODO EN LA LINEA

RATIO =

LA RELACION 1 DELJPRIMER ELEMENTQ AL GLTIMQ ELEMENTO
A0

DIMENSION
READ(IN, *)
DO 10 I=1,
GLXY (I, 1)—
10 GLXY(I,2)=1

= \_gmn e

e PR

§

LEER EL NUMERO DﬁHLOS
1

READ (IN, *) NRECL

DG 30 IREC=1,NRECI

READ (IN, *)NoD1, NoD

IF (NODL.LT.NOD1) NO

IF (NODL.NE.NOD1) T

IF (NODINQ|LE |

IF(RAIIO{

E.qQ.
NODIF = {NoDI-K
L

IF (NODIF.EQ.1)

: e
= O\

DO 20 N=1,NODIF
I=1+1
SUM=SUM+ALINC-I*DEL
NI= (NOD1+N) * (NODINC)
GLXY (NI, 1)=X1+XL1*SUM/ALNGTH
GLXY (NI, 2)=Y1+YL1*SUM/ALNGTH
20 CONTINUE
ENDIF
30 CONTINUE

CALL CNCTVT (NELEM, NODES, MAXELM, MAXNOD, GLXY)
RETURN

END
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SUBROUTINE MSH2DR (IEL, IELTYP,NX,NY K NPE,NNM,NEM,NOD,DX,DY,XO0,Y0,

* GLXY ,MAXNEM , MAXNNM , MAXNX ,MAXNY)
LA SUBRUTINA GENERA ARREGLOS [NOD] Y (GLXY] PARA DOMINIOS RECTANGULARES
EL DOMINIO ES SUBDIVIDIDO EN NX SUBDIVISIONES A LO LARGO DE LA DIRECCION-X
Y NY EN LA DIRECCION-Y . LAS SUBDIVISIONES DEFINEN ELEMENTOS RECTANGULARES
DEL TIPO REQUERIDO. PARA UNA MALLA DE ELEMENTOS TRIANGULARES , IA
SUBDIVISION DEFINEN DOS ELEMENTOS LINEALES CON SU DIAGONAL INCLINADA
A LA DERECHA.

READ (IN,*] NX3K%
READ (I¥,.*) X0, (2

READ(&EEQQ Y&, (DYt
NEX1 @ﬁf .

NOD (14
Non(lfa
NOD (1, 64=NX
ENDIF L
NOD(2,1) = 1
NOD(2,2) = NOD(1,3)
NOD(2,3) = IEL*NXXI1+1
IF(NPE.GT.3) THEN
NOD(2,4) = Nob(1,6)
NOD(2,5) = NoD(1,3) - 1
NOD(2,6) = NOD(2,4) - 1
ENDIF
K=3
DO 60 IY¥=1,NY
L=IY*NX2
M= (I¥Y-1) *NX2
IF(NX.GT.1l) THEN
DO 30 N=K,L,2
DO 20 I=1,NPE

o n

NOD(N,I} = NOD (N-2,I) + IEL
20 NOD(N+1,I)= NOD (N-1,I) + IEL
30 CONTINUE
ENDIF

IF(IY.LT.NY] THEN
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DO 40 I=1,NPE

1z1
100 NOD(L,I)=NOD
110 =L

NOD(L+1,I) = NOD(M+1,I)+IEL*NXX1

40 NOD(L+2,I) = NOD(M+2,I)+IEL*NXX1
ENDIF
60 K=L+3
ELSE

ELEMENTOS RECTANGULARES

K0=0
IF (NPE.EQ.9) KO=1
NOoD(1,1)=1

NOD(1,2)=IEL + 1
NOD(1,3)=NXX1+ (IEL-1)*NEX1+IEL+1
IF (NPE.EQ.9) NOD(1,3)=4*NX+5
NOD(1,4)= NOD({1,3y - N
IF (NPE.GT.4) THEN' -
NOD(1,5)
NOD (1, 6)

ENDIF |
IF(NX.GT.1) /[HE
DO 140

120 NOD (N

L=(NJ-1)*
DO 130 J=1,NEE
130 NOD(L,J) = NOD/(M,.J)+NXX
140 M=L =
ENDIF o
ENDIF

GENERACION DE LAS COORDENADAS GLOBALES DEL NODO , [GLXY]

DX (NEX1)=0.0

DY (NEY1)=0.0

XC=X0

YC=Y0

IF(NPE.EQ.8) THEN
DO 180 NI=1,NEY1l
I=(NXX1+NEX1) * (NI-1)+1
J=2*NI-1
GLXY (I, 1)=XC
GLXY (I, 2)=YC
DO 150 NJ=1,NX
DELX=0.5*DX (NJ)
I=I+1
GLXY(I,1)=GLXY(I-1,1)+DELX
GLXY(I,2)= ¥C
I=I+1
GLXY(I,1)=GLXY(I-1,1)+DELX
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GLXY (I, 2)=¥YC
150 CONTINUE
IF(NI.LE.NY) THEN
I=I+1
YC=YC+.5*DY (NI)
GLXY(I,1)=XC
GLXY(I,2)=YC
DO 160 II=1,NX
I=I+1
GLXY (I, 1)=GLXY(I-1,1)+DX(II)
160 GLXY(I,2)=YC
ENDIF
180  YC=YC+.5%*DY (NI)
ELSE

5N
1 r "
2 I“x F o
. l' = -
;mj-rﬁ':m P
H

-

s

190
ENDIF i
195 AC=XC+.
ENDIF gﬁ?E*hﬁﬁ; frp _,Jﬁ’rf?j:g

200  YC=YC+DY(NI)/IEL

ENDIF

RETURN

END
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SUBROUTINE ECHO
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)

ESTA SUBRUTINA ESCRIBE LOS DATOS DE ENTRADA EN EL ARCHIVO DE SALIDA.

COMMON/IPO/IN, IO
DIMENSION AA(20)
WRITE{I0,40)
10 CONTINUE
READ (IN, 30,END=20) AA
WRITE (I0,30) AA
GO TO 10
20 CONTINUE
REWIND (IN)
WRITE (IO, 50)
RETURN
30 FORMAT (203
40 FORMAT (S5¥,-*** EC]
50 FORMAT (5[ £

1
SUBROUTINE | IMP (PW
IMPLICIT REAL*8

ESTA SUBRUTI IMH
PROGRAMA.

IMPLICIT REAL*8

WRITE (*, 20)4)
WRITE(5,20) %
DO 5 J=1,N |

19
20

SUBROUTINE IMPM(SK,N)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)

ESTA SUBRUTINA IMPRIME CUALQUIER MATRIZ QUE DESEE VISUALIZAR DEL
PROGRAMA.

IMPLICIT REAL*S (A-H,0-2Z)
DIMENSION SK(50,50)
WRITE(*,20)
WRITE (5, 20)
Do 17 I=1,6 :
WRITE (*,19) ((SK(I,J)),Jd=1,N)
WRITE (5,19) ((SK(I,J)),Jd=1,N)
17 CONTINUE
RETURN
19 FORMAT (6D10.3)
20 FORMAT (/,' **** MATRIZ ***' /)
END
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