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4, Distribuciones Conjuntas

Consideraciones Generales de Distribuciones Conjuntas

En muchos fendmenos en la naturaleza, es necesario tratar con mas de una variable para
modelizar el comportamiento del fendmeno, en éstos casos, debemos trabajar con dos o mas
variables aleatorias simultaneamente, teniendo un comportamiento conjunto dependiendo de los

valores de las variables involucradas.

Si [Xl, Xo, ., XK] es un vector aleatorio de funciones K-dimensionales, asociado a un espacio

de resultados “g”, entonces el Rango “R” de valores [X1, X2, ..., Xk] que pueden tener
resultado es un producto cartesiano de los conjuntos del espacio del rango de los componentes (k
=1, 2, ...,K), es decir, lo podemos expresar de la siguiente forma:

R={X;, XX |1 X, €Ry1, X, €Rypree Xy €Ryy

El espacio de resultados " &, debe quedar definido para los casos en que el vector anterior sea
Discreto en sus “K” variables, o sea Continuo en sus “K” variables o el caso en donde haya de las 2
formas, éste Ultimo no lo tocaré en ésta sintesis.

Caso en que las “K” variables son Discretas

La Probabilidad del evento ~ € conjunto, debe cumplir lo siguiente:

1. P(e)=P(X,X,,....X) 20 para toda k=1,2,..K)
2. DD D IP(X XX ) =1
todo 1todo 2 todok
3. Los valores ([X1, X2, ..., Xk],P(X1, X2,...,Xk)) para toda (k = 1, 2, ...,K) forman la

Distribucion de Probabilidad Conjunta, del vector original [X1, X2, ..., Xk].

Caso en que las “K” variables son Continuas

La Probabilidad del evento " & conjunto, debe definirse en intervalos dentro del rango “R”, de las
variables componentes.

1. f(X,, X5, X )20 paratodo [X1, X2, ..., Xk] € R

f(X,,X,,...,X) =0 para cualquier otro valor fuera de R

2.
3. HR ..... jf(xl,xz, ..... X )X Ldx,dx, =1
4

Los valores ([X1, X2, ..., Xk],f(X1, X2,...,Xk)) para todo el rango forman la Funcién de
Densidad Conjunta, del vector original [ X1, X2, ..., Xk].
5. La Probabilidad de un cierto intervalo dado, digamos, ([a1,b1],[a2,b2],.....[ak,bk])

para los componentes de la Funcion de Densidad Conjunta sera la siguiente:

b1lpeb2 bk
P(a, <x,<b,,a,<x,<b,,...,a, <Xy sbK)=IJ2...‘[kf(xl,xz,...,xK)de...dxzdxl
alda al

Distribuciones Conjuntas Marginales
Dentro de la Distribucion Conjunta, podemos tener la necesidad de trabajar con la Distribucion

Individual de cada componente, para éstos casos definiremos la Distribucién Marginal, sea “ X"
el componente el cual deseamos obtener su Distribucion Marginal, sea P(Xy;) la probabilidad del

elemento “i” del componente “K”, entonces la probabilidad P(Xyj) sera la suma de todos los
otros componentes con sus elementos.
P.(Xy) = z:P(Xl,X2 ,...,Xy)  para Distribuciones Discretas

todos los

componentes
excepto k, para
elemento i

)
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€
Para el caso continuo, la Distribucion Marginal, queda definida como la Funcién de Densidad
para la variable “Xx” y sera la solucion de una integral multiple sobre todos los componentes
excepto “K”, con limites de “ - o0 @ 00" para cada uno.

00 00 00
f (X)) = j_wj_w ...I_oof(xl,x2 sy Xy )AX ...0X ,dX | excepto para componente k.
Para aterrizar un poco éstas generalidades, ejemplificaré la situacion bivariada:
Caso Discreto

Consideremos una distribucién discreta, con vector de componentes: X = [Xl, Xz]
Con Distribucion Conjunta siguiente: X1=» Renglones, X2=» Columnas, P(x1,x2)=» Prob.Conj.

0 1 2 3 4 P(X1)

0 .00010 .00470 .00420 .00065 .00035 .01000

1 .00900 42300 .37800 .05850 .03150 .90000

2 .00060 .02820 .02520 .00390 .00210 .06000

3 .00030 .01410 .01260 .00195 .00105 .03000
P(XZ) .01000 .47000 .42000 .06500 .03500 1.00000

Tabla No. 4-1
Tenemos 2 distribuciones marginales, éstas son:
Para X1 = (0,.010), (1,.900), (2,.060), (3,.030)
Para X2 = (0,.010), (1,.470), (2,.420), (3,.065), (4,.035)

Caso Continuo

Consideremos una densidad conjunta, con vector de componentes: X= [X1, Xz]

Cuya funcion de densidad es: f(X1,X2) = 1/400, para el intervalo: X1 € [0,2] y X, € [0,200]
Tenemos 2 distribuciones marginales, éstas son:

o 200 dX 1
Parax1 > f(xy)= [ (x5, X, )dx, = | a5
© 2dx 1
sz )= [Liton, = g o

Medias y Varianzas de Distribucién Conjunta
Las Medias y Varianza en distribuciones conjuntas, se determinan a partir de sus distribuciones
marginales, exactamente como en el caso univariado.

Obtencién de la Distribucién Individual de “Y” gue es una Funcién de los componentes
De la Distribucién Conjunta Original

En ésta sintesis, se desarrollara sélo para el caso bivariado, tanto Discreto como Continuo.

Sea “Y” una funcién de X1y X2: Y = H(X1,X>).

Las variables X1,X2 dependen sin duda alguna del resultado del experimento original “e”,y “Y”
es variable aleatoria con un rango de valores dependiente de los rangos de los componentes X’s.

Para el caso Discreto, puede obtenerse directamente de la Distribucion Conjunta de las X’s, para
ejemplificarlo, tomaré la distribucion P(x1,x2) de la tabla No. 4-1, considerando que:

Y = H(X1,X2) = 2X; + X, entonces, los valores de “y” son:y = 2X1 + Xo.
<«
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Los valores que puede tomar “Y” son [0,10] ya que es funcional a las X's. La Distribucién para la
variable “Y”, la obtenemos a partir de los valores P(x1,x2).

yi (X1,X2) Sumas P(x1,X2) Py(yi)
0 (0,0) .00010 .00010
1 0,2) .00470 .00470
2 (0,2);(1,0 .00420+.00900 .01320
3 (0,3);(1,1) .00065+.42300 42365
4 (0,4);(1,2);(2,0) .00035+.37800+.00060 .37895
5 (1,3):(2,1) .05850+.02820 .08670
6 (1,4);(2,2);(3,0) .03150+.02520+.00030 .05700
7 (2,3):(3,1) .00390+.01410 .01800
8 (2,4)(3,2) .00210+.01260 .01470
9 (3,3) .00195 .00195
10 (B4 .00105 .00105

Para el caso Continuo, es un poco mas complicado que una transformacion de una sola variable,
pero el procedimiento general consta de 8 pasos, que se ejemplificaran a continuacién para el
caso bivariado. Por la utilizacién del “Jacobiano” que es el Determinante de una matriz cuadrada
de Derivadas Parciales, necesitamos un ndmero par de variables totales, es decir, si tenemos 2
componentes X's, seran 4.

Procedimiento General para obtener la Funcion de Densidad gv(Yy)

1. Tener la funcion que relaciona Y = Hj;(X1,X2), como la densidad conjunta es de 2
componentes, necesitaremos 4 variables (X1, Xo, Y, 2).
2. Introducir la 4° variable “z” en una funcion que relacione facilmente con los componentes,

ésta funcién puede ser por conveniencia para acompletar el Jacobiano o puede ser
también de interés, definamosla como: Z = Hy(X1,X52), sin perder de vista que deseamos
poder resolver “Y” para Xy, X, en términos de Yy Z.

3. Encontrar las ecuaciones inversas de las funciones H’s, dando como resultado las
funciones siguientes: x; = Gy(y, 2) Y X2 = Ga(y, 2).
4, Obtener las derivadas parciales correspondientes, doy sin probar que existen y son

continuas, las siguientes parciales:

Ox, OX, 0x, OX,

oy 6z oy oz
5. Obtener la funcion conjunta original, en términos de “y” y “z".
f [Gl(y! Z)! Gz(y, Z)]
6. Obtener el Jacobiano J(Y, Z), a partir del paso (4), resolviendo el siguiente Determinante.
OX, OX,
0z
J(ly,z)= oy
(y:2) 0X, O0X,
oy oz
7. Obtener la densidad conjunta en términos de (y, z), mediante la multiplicacién de los

resultados del paso (5) y paso (6).
m(y, z) = f[Ga(y, 2), Ga(y, 2)]e[I(y, 2)|

0
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8. Obtener la Funcién de Densidad gy(Y), mediante la Integral sobre “Z”.
o0
gy (y) =] _m(y,2)dz
Eiemplo: Considere que tenemos un vector de componentes [X;, X,], son independientes las
variables X’s, con funciones de densidad marginales siguientes:
_ -2X4 _ —2X5
fl(xl)_ze y fz(xz)—ze , X1y X2 > 0.
Por lo tanto, al ser independientes, tenemos una funcion conjunta de la forma:
— —2(X1+X3)
f(x,,x,)=4e
1. Por la naturaleza del proceso en estudio, nos interesa encontrar la densidad de la siguiente
variable “Y”, Y = H1(X1,X2) = X3/ Xy, entonces y = X1/Xo.
2. Por conveniencia definimos Z = X1 + Xy, entonces Z = X1 + Xy, para la 4° variable.
3. Encontramos las funciones inversas, y son las siguientes:
y4 4
X, = y X, =
(1+y) A+y)
4. Obtenemos las derivadas parciales:
oX, z ox, 'y y OX, z ox, 1
oy (1+y)? o0z (1+y) oy (1+y)? " 8z  (1+y)
5. Obtenemos la funcién conjunta original, en términos de “y” y “z".
-2
f[Ga(y, 2), Galy, 2)] = 4€&"
6. Obtenemos el Jacobiano J(Y,Z).
OX, OX, z y
2
VA
Iy,2) = oy oz | _| (1+y)” (1+y) _
oX, OX, | z 1 (1+y)?
dy oz | (L+y) (l+y)
7. Obtenemos la densidad conjunta en términos de (y, z), mediante la multiplicacion de los
resultados del paso (5) y paso (6).
y4 -
m(y. 2) = [Galy, 2), Galy, 2)]e|3(y. )| = {2}[% *]
(1+y)
8. Obtenemos la Funcién de Densidad gv(Y), mediante la Integral sobre “Z” .
W)=[ m(y,z)dz=__~,
agv\y)= I mly,z)az =
2 > 0.
- (L+y?
€«
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Distribuciones Conjuntas Condicionales

En muchos casos de aplicacion, puede ser importante encontrar la distribucion que cumple un
valor dado de los demas componentes conjuntos, se aplica el concepto de condicionalidad, en el
caso bivariado las expresiones son en la siguiente forma:

P(X 4, X P(X,, X 5
Discreto: P(X, /X)) = M 6 P(X,/X ) = M
P(X l(i)) P(X 2(]))
Continuo: fz(Xz/xl)=M 6 fl(xl/xz)zw
f,(x4) f,(x,)
€
5. Distribuciones que se derivan de la Distribucion Normal

Las siguientes distribuciones son derivadas de la Distribucién original Normal, son Utiles ya que
nos permiten generar distribuciones de Muestreo, éstas son, Chi — Cuadrada (o también llamada Ji
— Cuadrada), “t” de Student y “F” de Fisher.

Distribucién Chi — Cuadrada
Sea “ X" variable aleatoria Chi — Cuadrada, entonces su funciéon de Densidad de Probabilidad es:

k X
L ()
fo(Xx)=— — —x'? Jeg2
X £ k en donde “K” son los grados de libertad y X > 0.
22T —
2
=0 para cualquier otro valor de “X” .

La funcién de densidad chi — cuadrada, es un caso particular de la Gamma cuando “r = k/2” y
13 }\‘ e 1/2” .

A su vez, la funcién de densidad chi — cuadrada, puede verse como la suma de “k” variables
normales estandarizadas (u = O, o’ = 1), cada una elevada al cuadrado.

K
X2 = ZZIZ endonde Z;i ~ N(0,1).
i1

Principio de Aditividad de |la Chi — Cuadrada
Si tenemos “p” variables aleatorias independientes Chi — Cuadradas, con K1, Ko,..., Ky grados de
libertad respectivamente, y definimos una variable “Y” como la suma de las variables chi —

cuadradas, entonces tenemos que “Y” sigue también una Chi — Cuadrada con “K” grados de
libertad que son la suma de los grados individuales.

p

Y=yi+yi+.+ Yo con grados de libertad siguientes: k= Zki
i1

Media, Varianza y FGM de |la Chi — Cuadrada

Su media es: u=k

Su Varianza es: o’ =2k

k

2
j parat <12

Su FGM es: Mx(t) =
1-2t

€
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Distribucién “t” — Student

Otra distribucion de considerable importancia practica es la que se forma a partir de la razéon (o
divisibn) de una variable normal estandar entre la raiz cuadrada de una Chi — Cuadrada
independiente dividida entre sus grados de libertad, definida en la siguiente forma:

Sea variable Normal estandar “Z” ~ N(0,1) y sea “V” variable chi — cuadrada, en donde son
independientes, entonces la nueva variable queda definida en la siguiente forma:

Su Funcion de Densidad se puede obtener a partir del procedimiento general visto en la seccion
4.1 de Distribuciones Conjuntas, ya que “Z” y “V” son variables independientes, correspondientes
en el procedimiento a X; y Xs.

La variable “Y” del procedimiento, corresponde a nuestra variable “T” y definimos una nueva
variable “U = V", que corresponde a la “Z” del procedimiento y obtenemos lo siguiente:

r[(k+1)}
=L 2 1

en donde “T” es variable Student, con “K” grados de libertad.

Su Densidad es: . . —00<t<o0.
T (k+1)
Fm ]
2 —+
k
Su Media y Varianza son: u=0y o = ki(k — 2) parak > 2

Su comportamiento Gréafico es semejante a la Normal Estandar, centrada en t = 0, pero con grados
de libertad finitos, tiene mas probabilidad en los extremos, consecuentemente la ordenada en el
origen es menor que en la Normal Estandar; sélo cuando sus grados de libertad tienden a infinito,
la Normal Estandar es su forma limite.

Distribucién “F” de Fisher

Esta distribucion tiene también buen interés practico para la resolucion de problemas, esta definida
como la razén (o divisiobn) de 2 variables chi — cuadradas Independientes, divididas entre sus
respectivos grados de libertad. Si consideramos que “U” y “V” son distribuciones chi — cuadradas
independientes, con “m” y “n” grados de libertad correspondientes, entonces partiendo de las
distribuciones marginales, su funcién de densidad conjunta es:

fu(u)=mlu[r;_lje_; y fv(V)=n;
() )
2 2
f(u,v)= 1 u[mT_zjv(%]e%ww)

()

Sea la transformacion de la Dist. De Fisher:

e m

Su Funcion de Densidad se puede obtener a partir del procedimiento general visto en la seccion
4.1 de Distribuciones Conjuntas, ya que “U” y “V” son variables independientes, correspondientes
en el procedimiento a X; y Xs.

La variable “Y” del procedimiento, corresponde a nuestra variable “F” y definimos una nueva
variable “W = V", que corresponde a la “Z" del procedimiento y obtenemos lo siguiente:

€

LOJB 7



Tema A04 Distribuciones Conjuntas, de muestreo y anexos

€
m+n m m-2
: 2 m )2 f[ 2 ]
fF(f)= m n o — e m+n f
™M i " n m (2) paraf > 0.
2 2 1+ — |f
n

Notar que el 1° término de los tres que se multiplican corresponde al reciproco de la funcién
matematica Beta, vista en la seccion 3.5 de ésta sintesis, cona=m/2yb = n/2.

. . m
El valor del Jacobiano correspondiente es: J(f,w)=-—v
n

2n*’(m+n-2
,conn>2y o’ = ( 5 )
n-2 mn —-2)°(n—4)
Su comportamiento Grafico es semejante a la chi — cuadrada es asimétrica hacia la derecha, pero

su media se mantiene ligeramente mayor que “1", al tener dos parametros de grados de libertad
(m,n) la “F” tiene mayor flexibilidad en su extremo derecho.

Su Media y Varianza son: n= ,conn >4,

Dos Propiedades de la “F”

1. Si “a” corresponde al area a partir del valor de Fy m n hacia el infinito y deseamos obtener
el valor de F que corresponde al complemento del area, se puede obtener ya que es el
reciproco de “F” con los grados de libertad permutados, es decir’:

- 1
(1-a),n,m F
o,m,n
2. Si “X” es una variable aleatoria con funcion de densidad de “F” de Fisher, con “m” y “n”

grados de libertad en el numerador y denominador respectivamente; y se define una nueva
variable “W” con la siguiente expresion:

(2

La nueva variable “W” sigue una Distribucion Beta con parametros @ = m/2y b = n/2.
Se puede demostrar ésta propiedad (2), utilizando la condicién (3) de la seccién 1.17 y
substituyendo las expresiones.

n W
En donde “X” tiene la siguiente expresion: X = —m y usando la condicion (3), planteada
m —_
) dx
para éste caso es: foo (W) =1, (X)—
dw
€«

! La demostracion se encuentra en el Graybill and Boes, Pags. 248 a 249.
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6. Anexos alos Temas (1,2,3,4y5)

Concepto de Independencia en las Variables Aleatorias

En ésta seccion, tocaré las nociones de Independencia desde el punto de vista del Proceso
Estocastico, que en forma general, Proceso Estocastico es todo aquel que el resultado del estado
actual, depende de los resultados del estado anterior.

Las nociones de Independencia, y de variables aleatorias independientes, son conceptos
estadisticos muy Utiles e importantes, en la seccién 1.7 de ésta sintesis se introdujo el concepto de
sucesos 0 eventos independientes, ahora estamos interesados en la definicion de variables
aleatorias independientes.

Cuando el resultado de una variable, digamos, X;, no modifica el resultado de X, y viceversa, se
afirma que las variables X; y X, son independientes.

Definiciones
1. Si [Xy, X5, ..., Xk] €s un vector de variables aleatorio discreto K-dimensional, planteamos
que las X's son Independientes, si solo si, se cumple la siguiente expresion:

p(Xl’XZ"--1XK) :Hpi(xi)

2. Si [Xy, Xz, ..., Xk] €s un vector de variables aleatorio continuo K-dimensional, planteamos
que las X's son Independientes, si solo si, se cumple la siguiente expresion:

fF(X [ Xy Xy ) = ﬁfi(xi)

Utilizando los conceptos de Independencia y Condicionalidad, para el caso bivariado tenemos:
1. Opcidn Discreta:

P(Xl(i)'xz(j)) P(xl(i)'XZ(j))
( 2(,)/ 1(.)) P1(X1(i)) p( 2(,)) 0 ( 1(|)/ 2(])) PZ(XZ(j)) p( 1(|))
2. Opcién Continua:
f(x,,X,) . f(X1,X3)
f. 0K, /x,)=——2"22 =f (X f.(OX,/x,)=——2"22=f (x
2( 2/ 1) f1(X1) 2( 2) 0 1( 1/ 2) fz(xz) 1( 1)

Si son independientes entre si la X's, encontraremos los valores de las distribuciones marginales,
en el caso bivariado.

Para el caso K-dimensional y siendo independientes entre si los componentes X's, al buscar la
condicionalidad, digamos bajo “X;", encontramos la funcidon conjunta de los deméas componentes,
dado el valor utilizado de “x;”

Como ejemplo, manejaré el vector de 3 componentes [X;, X5, X3], continuo.

Concepto de Covarianza y Correlacion

Si tenemos dos variables aleatorias “X” y “Y”, la covarianza es una medida de la asociacion lineal
gue pueda existir entre dichas variables. El coeficiente de correlacion tiene involucrada a la
covarianza y describe el grado de asociacion lineal que existe entre ambas variables, éste es
adimensional y las expresiones poblacionales de ambos son las siguientes:

€

=f(X,,X3) dado para ese valor de “x;” en particular.
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Cov(X,Y) = oxy = E[(X — E(X))(Y — E(Y))] = E(XeY) — [E(X)E(Y)] Covarianza x.y
Cov(X,Y) _ Oy

P= N NY) o, .o,

Si tenemos un tamafio de muestra (n), la expresién muestral para el coeficiente de
correlacién es la siguiente:

>0, =Xy, =) <

Coeficiente de correlacion

o=

Ji(xi—xr-i(yi—v)z [SeSy

Si [X1, X5] es un vector de variables aleatorias continuas independientes, entonces su Covarianza

vale cero: Cov(X1,X2) = 0y el coeficiente de correlacion entre ambas vale cero: p = 0.

Lo inverso a este enunciado no necesariamente es cierto, en ese caso soélo se puede afirmar que
las variables no estan correlacionadas.

Al ser independientes las variables X's, la densidad conjunta de ambas es igual al producto de sus
densidades marginales, entonces tenemos:

B¢ Xo) = [ [T x oty x,)dx,dx = [ 7 xf (x)dx, - x,f, (¢, )dx, =

= U:xlfl(xl)dxl} : D_ixzf2 (xz)dxz] —E(X,)-E(X,)
Los valores de la Covarianza y del Coeficiente de Correlacién son:
Cov(X1,X2) = 612 = E[(X1 — E(X1))(X2 — E(X2))] = E(X1-X2) — [E(X1)E(X2)] =0
p=0

El coeficiente de correlacion, tiene Gnicamente valor en el intervalo cerrado [—1, +1], es decir:
-1<p<+1

Para lograr la comprobacion de los valores que puede tomar el coeficiente de correlacion,
necesitamos recurrir a la “Desiqualdad de Cauchy — Schwart”?, al concepto matematico del
Discriminante® y al planteamiento de una funcién cuadratica de los valores esperados”.

La desigualdad de Cauchy — Schwart, plantea que: (E(X,X,))? <E(X2)-E(X3) con el valor de
igualdad si_y solo_si la relacion de las variables X; y X, es matematicamente lineal, con
probabilidad de “1”, en la relacion X; = d X5, siendo “d # 0” una constante, es decir:

P(Xl = dX2) =1
Si definimos una funcioén: Q(t) = E( [(X1 - Hl) —t(X2 - Hz)]z) notar que ésta

funcion solo puede tomar valores no negativos Q(t) > 0, al desarrollarla obtenemos:
€

% “Introduction to the Theory of Statistics”, Mood, Graybill and Boes, Pag. 162.
$«calculus and Analytic Geometry”, Thomas, paginas 352 a 353.
*“Probabilidad y Estadistica”, Montgomery, paginas 148 a 149.
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Q(t) = EL(X, — 1y )1 = 261 (X, 11, X, = pp )]+ PEL(X, — )]
Una relacién cuadratica en funcion de “t”, con la siguiente expresion:
Q(t)=at*+bt+c>0

En donde las constantes de la relacién son:
a=E[(X, —p,) 1= V(X,)
b =-2E[(X, -, XX, =1, )] = —2Cov (X,,X,)

C= E[(Xl _u1)2] =V(X,)

El discriminante, resultado de la funcién Q(t), aunado a la aplicacién de la desigualdad de Cauchy
— Schwart, s6lo puede tener valores menores o igual a cero, es decir:

Dis =b? - 4ac = 4[Cov (X, X,)f —4V(X,)V(X,)<0
Para el caso en que el discriminante vale cero, podemos encontrar el valor “tg” que corresponde a
la constante “d” descrita en la desigualdad de Cauchy — Schwart, (con probabilidad “ 1").

Para el caso en que el discriminante es menor que cero, no tiene solucién real, pero si en el

sistema complejo basado en i =~/—1.

€

Retornando a la expresién del discriminante, reagrupando los términos de Covarianza y Varianzas,
tenemos:

e (Cov (XX P 0 <<
V(X )V (X,)
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